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流れのある音場での音響解析の解析解 
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 流れのある音場での音響解析に関し、その解析解がいくつかの文献には示されている。しかし、その

導出方法や解析解の詳細については記載されていないことが多かった。本稿では、それらの求め方およ

び解析解を示す。また、そこで示された解析解と音響解析ソフトウェア Advance/FrontNoise による解析

結果を比較した。 
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1. はじめに 

速度場のあるケースでの解析については、これ

まで音響解析ソフトウェア Advance/FrontNoise を

利用したいくつかの事例を紹介してきた。速度場

のある音響解析においては、公開された文献では、

その具体的な解析解やその導出方法を記述した

文献は見当たらない。特に、3 次元の解析解につ

いては公開された文献には記載がないため、ここ

で詳細について示す。また、本稿では、1 次元音

響管と 3 次元放射音に対して、ここで示した解析

解と音響解析ソフトウェア Advance/FrontNoise の

解析結果とを比較した。 

また、参考文献[3][4]は半世紀程度以前の論文で

あるが、級数展開と複素関数論を利用した方法で

解析解を求める方法について記載されている。こ

こではその方法の詳細について触れないが、計算

機のない時代における音響問題に対しては、複素

関数論が非常に有用なツールであったことがう

かがえる。 

 

2. 流れ場のある場合の基礎式 

音響解析ソフトウェア Advance/FrontNoise での

流れ場のある場合の音響方程式は次の通りである。 

*アドバンスソフト株式会社 代表取締役社長 

President , AdvanceSoft Corporation 

**アドバンスソフト株式会社 第 1 事業部 

1st Computational Science and Engineering Group, 

AdvanceSoft Corporation 

     

02

222

111

2

222

2

2
2

2

2
2

2

2
2































































k
z

M
y

M
x

Mik

xz
MM

zy
MM

yx
MM

z
M

y
M

x
M

zyx

xzzyyx

zyx

 

 ( 1 ) 

ここで、 zyx MMM ,, は、静止した場に対し

て、それぞれの軸の正方向に向かう流れの速度を

示す。本稿では、解析解とシミュレーション結果

を比較することが目的である。従って、すべての

ケースにおいて、解析解を得ることができる一様

流れ場を取り扱う。すなわち、以下では、 

000  zyx MMM  (2) 

を仮定する。 

 

3. 流れ場の中での 1 次元伝播 

3.1. 解析解 

 本節では、流れ場の中での 1 次元伝播を対象と

するため、まず、前節で述べた 3 次元の方程式を、

解析解のある 1 次元の方程式で考える。1 次元の

方程式は、平面波、または、波長に対して十分に

細い管の中の伝播を表している。流れ場の中での

1 次元の方程式は、 
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となる。この方程式に対する解析解は、 
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の 2 つである。これは、それぞれ簡単な計算 
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および 
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で確認できる。それぞれ、進行波と後退波に相当

する。また、開放の境界条件は、 

  01   gradcMi  (8) 

である。 

 

3.2. シミュレーションによる解析結果 

 前節で示した解析解を有限要素法による音響

解析ソフトウェア Advance/FrontNoise で確認する。

ここでの計算条件は。 

 ケース A； 0.0xM  

 ケース B； 2.0xM  

 ケース C； 2.0xM  

とした。以下に、音響速度ポテンシャルと音圧レ

ベルの計算結果を示す。ここで得られた結果はす

べて解析解と一致していることが分かる。音響速

度ポテンシャルの結果では、流れの方向に波が広

がっている様子が分かる。 

 

 
図 1 音響速度ポテンシャル（ケース A,B,C） 

 

図 2 音圧レベル（ケース A,B,C） 

 

4. 流れ場の中での 3 次元伝播 

4.1. Prandtl-Glauert 変換を用いた解析解 

本節では、流れ場の中での 3 次元伝播の解析解

を得ることができるケースとして、一様な流れが

ある場での点音源からの 3 次元空間への放射に関

する解析解を求める方法を示す。ここでは、空力

分野において Prandtl-Glauert 変換と呼ばれている

定式化を利用する。ここで利用する一方向の一様

流れ 

000  zyx MMM  ( 9 ) 

の条件は、x 軸の負の方向から x 軸の正の方向に

向かって音の伝搬媒体（空気）が流れていること

を意味する。この値を仮定することで、基礎方程

式は 

 

02

1

2

2

2

2

2

2

2
2
























k
x

ikM

zyx
M

x

x

 ( 10 ) 

となる。以下では、簡単のため、
xM をMと書
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くことにする。ここで利用する Prandtl-Glauert 変

換はローレンツ変換のアナロジーであり 

21 M  ( 11 ) 

として、 

Kk   ( 12 ) 

Xx   ( 13 ) 

     zyXiKMXzyx ,,exp,,   ( 14 ) 

を新たな座標系  zyX ,, とK、および、その座標

系での関数  zyX ,, を定義する。最初に、基礎

方程式をこの座標系に書き換える。まず、新しい

変数の定義から、一階微分について 
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を得る。また、二階微分については、 
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となる。これを、基礎方程式の 
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に代入する。 

   

 

   

   

    0exp1

expexp2

expexp

exp

exp2exp

22

2

2

2

2

2

2

22


































iKMXKM

X
iKMXiKMXiKMiKM

z
iKMX

y
iKMX

X
iKMX

X
iKMXiKMiKMXMK

 

 ( 18 ) 

となり、これを整理して 
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であり、 
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となる。この方程式は速度場なしの基礎方程式で

あり、進行波の解析解 
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がある。従って、一様流れ場の解析解は、 
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となる。例えば、x 軸上での解は、 
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となり、 R/1 の項を除いて 1 次元の解と類似した

解となる。この解析解から、ポテンシャルの大き

さは 
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となる。従って、流れが緩やかな場合にはほぼ同

心円となることが分かる。すなわち、ポテンシャ

ルの大きさの等値面は原点を中心とした楕円球

である。楕円球の縦横比（つぶれ方）は
21 M

程度である。ただし、
21 M の値は下記の通り

のため、ほぼこれは同心円（球）となる。 

 

表 1 流れのマッハ数とポテンシャル大きさの

等値面の縦横比 

M  0.00 0.10 0.20 0.30 

21 M  1.00 0.99 0.98 0.95 

 

この事実は、音響速度ポテンシャルの絶対値は、

上流と下流には対称に分布していることが分か

る。直観的には少し違和感があるが、このことに

ついては、考察で再度述べる。 

 

4.2. シミュレーションによる解析結果 

 音響解析ソフトウェア Advance/FrontNoise を利

用して、M=0.2 における流れ場の中での 3 次元伝

播の計算結果を示す。 

 

 

図 3 音響速度ポテンシャルの実数部 

 

 

図 4 音響速度ポテンシャルの虚数部 

 

 
図 5 音圧の実数部 
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図 6 音圧の虚数部 

 

 
図 7 音響速度ポテンシャルの絶対値 

 

 
図 8 音圧レベル 

 

 
図 9 X 軸上の音響速度ポテンシャル 

 

 
図 10 X 軸上の音響速度ポテンシャルの大きさ 

 

 

図 11 X 軸上の音圧 

 

 
図 12 X 軸上の音圧レベル 

 

図 7 に示すように、これらの解が、前節で求めた

解析解の傾向として 
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・音響速度ポテンシャルのレベルはほぼ同心円である。 

・音響速度ポテンシャルの位相は風下に流れる。 

を満たしていることが確認できた。 

 

4.3. 考察 

4.3.1. 概要 

 音響速度ポテンシャルは、一定の流れ場におけ

る解は、音源を中心とする楕円球となる。ただし、

本ケース M=0.2 における偏心率は 2%程度である

ためほとんど同心円に見える。 

 音圧レベル分布の解は、コンタが流れの上流に

ずれた分布となる。この傾向は、音圧の実数部・

虚数部および音響速度ポテンシャルの実数部・虚

数部が流れの下流側にずれた分布となることと

は異なり、直観的には奇異に感じるかもしれない。

しかし、この分布が理論的には正しいことを次の

節で示す。 

 

4.3.2. 音圧の解析式 

 前で示した通り、一定の流れ場における解析解

は、Prandtl-Glauert 変換を用いて、次の形になる

ことが分かる。 
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ここで、 
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を用いて、x 軸上の解は、 
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となることが分かる。これは 1 次元の解の形に類

似しており、通常に理解できる関数となっている。

また、流れ場のある音圧は、一般に音響速度ポテ

ンシャルと音圧は、次のような関係式となる。 
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である。本ケースで対象としている流れ場は、x

軸方向に一定速度の流れ場である。また、x 軸上

の音圧レベルを求めることに着目すると 
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である。以下では、この音圧の式を利用する。 

まず、 0x の場合に x 軸上で音圧レベルを求

める。 
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を得る。この両式を利用して、音圧は 
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である。従って、音圧レベルは、x 軸上では 
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となる。 

次に、 0x の場合に x 軸上で音圧レベルを求

める。同じ手順で、 
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を微分して 
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を得る。この 2 つの式を利用して、音圧は、 
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となる。音圧レベルは、 

2
2

22
2

2

2
2

22
2

2

2
2

22
2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1
1

1

x
M

cM
x

M

x
M

M
cM

x

M

x
M

kcM
cM

x

M

M

ikx
Mcxi

x

Mp










































































 ( 39 ) 

である。以上をまとめると、x 軸上では次の式を

得る。 
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この式から x 軸上で原点から同じ距離にある点の

音圧レベルは、 00 x として、 

00 xxxx
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 ( 41 ) 

の関係があることが分かる。すなわち、x 軸上で

原点から同じ距離にある点については、流れの上

流の点の方が下流の点よりも、音圧レベルが高い

ことが分かる。例えば、 
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の条件で試算してみる。根号の中の項のオーダー

を比較すると、 0.1x 付近で、 
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である。従って、 
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であり。第 2 項の値が卓越している。従って、x

軸上で原点から同じ距離にある点については、流

れの上流の点の方が下流の点の音圧レベルが高

く、その比は 
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となる。これは、本稿で得られた結果と定量的に

一致している。 

 

5. まとめ 

 本稿では、新しく得られたことは何も示しては

いないが、流れのある音響解析の解析解を導出す

る方法を具体的に示し、その解析解をシミュレー

ションソフトウェアの解析結果と比較した。今後、

音響解析を利用する方や、教育機関での導入問題、

また、一般的にも音響解析に興味を持たれた方に、

本稿の内容を参照していただければありがたい

と考えている。 
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6. 付録；流れ場のある場合の音響基礎方程式 

6.1. 基礎方程式 

本解析では、速度を含む音響の基礎方程式を解

く。当然その式は、速度なしの場合の拡張となっ

ている。具体的には、文献[1]の 1.2 節、5.2 節等、

および文献[2]の 11.1 節の定式化に基づく。また、

速度ありの基礎方程式の離散化については、広く

利用されている有限要素法を利用して計算を行

う。これらの文献で述べられている速度を含んだ

音響解析の基礎方程式 convected wave equationは、 

    txgradtxV ,,   ( 50 ) 

を用いた形に変形すると 
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である。ここで、は音響速度ポテンシャル、 、

c、および
0v は、密度、音速、局所的な媒体の流

速である。また、 
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である。これを、周波数領域で解く。この場合には、 
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を仮定している。ここで、  2 である。この

表現を利用して、音圧は、 

   
tD

txD
txP

,
,


   ( 54 ) 

 

 

 































,1
0

,1

,1

)(,

















ti

ti

ti

evi

ex
tD

D

exptxP

 ( 55 ) 

      xvxixp   0  ( 56 ) 

となる。音響速度ポテンシャルを書き換える。 
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である。以下の記述では、 
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である。これを用いて、 
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さらに 
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となり、 
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と整理できる。さらに、 
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( 64 ) 

である。従って、最終的に、周波数領域での音響

方程式は、 

     
    02 2
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 ( 65 ) 

c
k


  ( 66 ) 

と書くことができる。これを書き下すと 
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であり、具体的に、周波数領域の基礎方程式を書き

下すと、 
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 ( 68 ) 

となる。ここで、 

c

u
M x  ，

c

v
M y  ，

c

w
M z   ( 69 ) 

とした。確認のため、速度なしの式は、 
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
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

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

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k
zyx

 ( 70 ) 

である。( 68 )式からは、 xM 、 yM 、 zM が 1 と

比較して小さければ、速度の効果は小さいことが

分かる。 

 

6.2. 流れがある場合の無反射境界条件 

 1 次元の基礎式で流れがある場合の無反射境界

条件に関して確認する。 

  021 2
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2
2 
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




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










M

ikx

1
exp ：進行波 ( 72 ) 



流れのある音場での音響解析の解析解 

90 アドバンスシミュレーション 2018.1 Vol.25 












M

ikx

1
exp ：後退波 ( 73 ) 

この 2 つは、下記の 2 つから解になることが確認

できる。 
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ここで進行波に対して、 
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である。従って、1 次元の無反射境界条件は、 

  01   gradcMi  ( 77 ) 

として与えればいいことが分かる。 

 

6.3. 流れがある場合の音圧の式 

 流れがある場合の音圧の式を確認する。ここで

は、速度場と音圧について、音響速度ポテンシャ

ルを利用した表現について確認する。速度場にお

いては、 t / の替わりに 





 0
0 v

tDt

D
 ( 78 ) 

となる。ここで、粒子速度     txgradtxV ,,  に

ついては、 
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   xgradxv   ( 82 ) 

となる。また、音圧は、ここで 
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と 

   



,1

,





tiexptxP  ( 85 ) 

を代入して 

   






 
,1,1 







  titi ex

Dt

D
exp  ( 86 ) 

   






 





 




,1

0
,1 







  titi exv

t
exp  

 ( 87 ) 
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従って、 

      xvxixp   0  ( 89 ) 

が成り立つ。 
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