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強相関電子系へのAdvance/PHASEの適用 
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Application of Advance/PHASE to Strongly Correlated Electron Systems 
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 本解説では、第一原理計算ソフトウェア Advance/PHASE との連携を想定した第一原理計算に基づい

たシミュレーション技術の強相関電子系への適用について紹介する。 
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1. はじめに 

 現在、第一原理計算は物理・化学における理論

的な数値実験として重要な地位を占めており[1, 

2]、国内外でさまざまな第一原理計算パッケージ

が利用可能になっている。 

こうしたパッケージの多くでは、物質の電子状

態計算を、密度汎関数理論（DFT: Density Functional 

Theory）[3]に基づいた次のコーン・シャム方程式

（有効ポテンシャル中の一体シュレディンガー

方程式）を用いて実行している[4]。 
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ここで、߶ሺ࢞ሻ はコーン・シャム軌道と呼ばれる。

それは ݅ ൌ ሺ݊, ブロ :、ሻ （n: エネルギーバンド

ッホ波数）を量子数とするブロッホ関数として扱

われる。有効ポテンシャル ୣݒ (x) は電子密度 

݊ሺ࢞ሻ  の汎関数として表現され、外場ポテンシャ

ル ݒ୶୲ሺ࢞ሻ と電子間相互作用の効果を含む。前者

が結晶、即ち、原子核のポテンシャルであり、物

質固有の物性を引き起こす起源である。後者はさ

らに、ハートレーポテンシャルと交換相関ポテン

シャル ߤ୶ୡሺ࢞ሻ に分けて扱われる。 
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ここで、ߤ୶ୡሺ࢞ሻ  は交換相関エネルギー汎関数 

ሻ  に対する汎関࢞ሻሿ  と呼ばれる寄与の ݊ሺ࢞୶ୡሾ݊ሺܧ

数微分で与えられる。 

ሻ࢞୶ୡሺߤ ൌ
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、ሻሿ  は適切な近似式で与えられており࢞୶ୡሾ݊ሺܧ

ሻ が得られる。よく用いられる近似に、局所࢞୶ୡሺߤ

密度近似（LDA: Local Density Approximation）と一

般 化 勾 配 近 似 （ GGA: Generalized Gradient 

Approximation）がある。これらは、ܧ୶ୡሾ݊ሺ࢞ሻሿ を電

子密度 ݊ሺ࢞ሻ  とその勾配 સ݊ሺ࢞ሻ  で展開する簡便

なものであるが、多くの物質において大変な成功

を収めた。特に、全エネルギーと結晶構造の決定

に高い精度を持つ。 

 近年になって LDA/GGA による電子状態計算の

特徴と改善法がさらに明らかになった。例えば、

過小評価されることの多い半導体バンドギャッ

プの評価精度の向上方法、動的な揺らぎを伴う分

散力やファンデルワールス力の取り扱いを許す

補正方法、そして強相関電子系と呼ばれる物質の

扱いなどが挙げられる。特に、幾つかの強相関効

果による絶縁体化（モット絶縁体化）は、

LDA/GGA 単独では十分に記述することができ

ない。本解説では、強相関電子系の物質に焦点を

当て、DFT を出発点とした強相関電子系への最近 
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図 1 正孔ドープ型（右側）と電子ドープ型（左

側）の銅酸化物の相図（参考文献[5]に準拠）。ハー

フフィリングを中心に、正孔ドープ（右側）と電

子ドープ（左側）によって、モット絶縁体、反強

磁性（AF）、超伝導（SC）、擬ギャップ相（pseudogap）、

非フェルミ液体相（NFL）、フェルミ液体相（FL）

が現れる。 

 

のアプローチについて述べる。 

 

2. 強相関電子系 

 強相関電子系の典型的な物質として銅酸化物

高温超伝導体を取り上げる。これらの層状銅酸化

物は、結晶中に 2 次元的な CuO2 面を持つ物質群

であり、この CuO2 面が電子物性の主要な舞台と

なっている。多くの銅酸化物で、化学ドープによ

って CuO2 面に正孔・電子キャリアをドープする

ことで高温超伝導を含めた多彩な量子相が発現

する（図 1）。多くの銅酸化物の母物質（化学ドー

プなし）は、モット絶縁体と呼ばれるバンド絶縁

体とは異なる絶縁体状態になっている。超伝導が

現れる周辺の領域を最適ドープ領域、これよりド

ープ量が少ない（多い）領域を不足（過剰）ドー

プ領域と呼ぶ。 

 ここで、銅酸化物に対する LDA/GGA 計算の結

果を見てみよう。図 2（左）に代表的な Hg 系銅酸

化物 HgBa2CuO4の結晶構造を示す。これも酸素を

化学ドープする正孔ドープ型の銅酸化物

（HgBa2CuO4+δ：Hg-1201）である[6]。Hg 系銅酸

化物 HgBa2CuO4のバンド計算結果を図 2（右）に

示す。フェルミレベル（エネルギー0 の点）を横

切っている 1 本のエネルギーバンド（軌道）は Cu 

図 2 Hg 系銅酸化物 HgBa2CuO4（Hg-1201）の結

晶構造（左）と、GGA【Advance/PHASE】による

第一原理バンド構造（右）。 

 

の d 軌道（݀௫మି௬మ）由来のものである。この結果

は Hg-1201 が金属であることを意味している。し

かし、現実の Hg-1201 の母物質もモット絶縁体で

あり、この結果は明らかに不十分である。これは、

銅酸化物では電子相関効果が重要であるため、

LDA/GGA の枠内では十分な計算精度がないか

らである。そこで、この精度向上をどのように実

行すればよいのか解説する。 

 

 電子相関効果 

電子相関効果はハーフフィリング（サイトあた

り電子 1 個）の占有率で強い電子間相互作用の効

果があるときに顕著に発現する。この電子相関の

物理を解説するために、強相関電子系を記述する

ハバード模型を考えてみる。 

ܪ ൌݐܿఙ
ற

ܿఙ

ఙ,

 ܷ݊↑݊↓


						 ( 5 ) 

ここで、ܿ ఙ
ற（ܿఙ）は原子サイト i にスピンߪ を生

成（消滅）させる演算子で、ݐ がトランスファー

積分、ܷ がオンサイト（ハバード）相互作用を表

す。݊ఙ ൌ ܿఙ
ற ܿఙ はサイト i にスピンߪ の電子数

を表す演算子である。第 1 項（第 2 項）はハミル

トニアンの運動項（相互作用項）を表す。すなわ

ち、バンド効果を表す ݐ では表現仕切れない効

果が ܷ を導入することで表せる。 
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図 3 ハバード模型の概念図 

 

ここで、生成消滅演算子には展開基底となる基

底波動関数が必ず伴って定められている。この場

合の展開基底としてワニエ関数 ݓோሺ࢞ሻ  と呼ばれ

る局在基底を用いると相関効果を表現しやすい。

つまり、トランスファー積分と相関相互作用項は

ともに空間的に長距離まで及ばず、短距離で大き

な値を取る。実際、相互作用項では最も強いオン

サイト相互作用のみを考慮すれば十分なことが

ある。 

 それでは、占有率がハーフフィリングの場合の

ハバード模型が記述する物理を考えてみる。ハバ

ード模型ではトランスファー ݐ  と有効相互作

用 ܷ  の相対的な強度 ܷ/ݐ  で相関の強さが示さ

れる。有効相互作用（ܷ/ݐ）が小さいときには運動

項が支配的となり、電子はパウリの排他律を満た

しつつトランスファー積分 ݐ  で自由に動き回

れる。同サイトに異なるスピンを持つ電子が来れ

ば相互作用エネルギー ܷ  が生じるが、これが小

さければ金属（フェルミ液体）状態である（図 3上）。 

しかし、相互作用（ܷ/ݐ）が大きいときには、相

互作用項が支配的となって、大きな相互作用エネ

ルギー ܷ  のエネルギー損失を抑えるために電子

は動けなくなり、サイトあたり 1 個の電子が占有

した状態で局在化が起こる。このオンサイト相互

作用による電子の局在化によって系が絶縁体化

した状態をモット絶縁体と呼ぶ。電子が局在化し

て動けなくなった状態でも、運動項の virtual 過

程として電子は運動できる。ただし、パウリの排

他律から制限がかかり、電子の飛び先は逆向きの

スピンを持つ別の電子が占有していなければな

らない。結果として大きな寄与がある隣同士のサ

イトのスピンの向きが反平行となり反強磁性状

態を生じやすくなる。（図 3 下）。 

銅酸化物の母物質ではこの後者の物理が現れ

ていると考えられている。つまり、Cu の݀௫మି௬మ軌

道由来のエネルギーバンドが強い電子間相互作

用を持ち、占有率がハーフフィリングである。こ

のことから、ハバード模型は銅酸化物の有効模型

になると考えられることがある。 

ハバード模型を解析的に解くことは一般の場

合には困難であるが、数値的な解析を可能にする

強相関ソルバーが多数存在する[7, 8]。これらは強

結合理論と弱結合理論に大別される。前者に含ま

れる幾つかの方法では、クラスター近似によって

相互作用項を精密に扱い運動項の一部を摂動と

して近似的に取り込む。後者では、フェルミ液体

論から出発して、相互作用項を摂動項として重要

な寄与をファインマン図形で取り込む。銅酸化物

の相図の観点からいえば、強結合/弱結合理論が不

足/過剰ドープ領域から出発する議論でそれぞれ

適切なアプローチであるといえる。 

 

 第一原理有効模型と強相関ソルバー 

このような強相関電子系に対して、密度汎関数

法が与える情報から出発して精度向上を図ろう。

これが近年の潮流になっており、第一原理計算と

見做せる方法も提案されてきているといえる。そ

こで銅酸化物を用いてこの方法を解説しよう。 

LDA/GGA ではモット絶縁体は記述できず、ハ

ーフフィリングである母物質でも金属状態が現

れる。しかし、LDA/GGA による母物質のバンド

構造では、重要な Cu の݀௫మି௬మ軌道由来のエネル

ギーバンドをフェルミレベルが横切りハーフフ

ィリングになっている。また、ハーフフィリング

から離れた過剰ドープ領域では、正常といえる金

属相（フェルミ液体）が現れており、そこでは実

験で観測されるスペクトル（エネルギー分散関係）

やフェルミ面構造が、LDA/GGA の結果とよく一

致する[9, 10]。 

つまり、DFT 計算は電子相関の重要なエネルギ

ーバンド（電子軌道）と占有率を適切に記述して

いる。さらに、過剰ドープ領域で LDA/GGA 計算

がよくなるので、まず過剰ドープ領域で電子相関

効果を適切に取り入れることで電子状態を記述

する精度が上昇することが期待できる。さらには、



強相関電子系への Advance/PHASE の適用 

46 アドバンスシミュレーション 2018.1 Vol.25 

不足ドープ領域へアプローチを進めることも可

能になることが示唆される。電子相関効果を取り

込むことは、有効模型（ハバード模型）に前述の

強相関ソルバーを適用することによって可能で

ある。従って、DFT 計算の結果から強相関電子系

の有効模型（＝第一原理有効模型） 

ܪ ൌݐఈఉܿఈ
றܿఉ

ఈఉ

  ఈܸఊఋఉܿఈ
றܿఉ

றܿఊܿఋ
ఈఉఊఋ

					 ( 6 ) 

を構築することができればよい。ここで、α~δ は

サイトとスピン、電子軌道を表す。また、一般的

な物質に対する第一原理有効模型は長距離相互

作用まで含めた多軌道ハバード模型になると考

えられる。 

まとめると、強相関電子系を理解するため次の

戦略を取る。 

① LDA/GGA 計算による電子状態計算 

② 第一原理有効模型の導出 

③ 強相関ソルバーによる数値解析 

以下の本解説では、②と③について述べるととも

に、この方法論の適用例を紹介する。 

 

 最局在ワニエ関数 

ここではまず②について述べる。第一原理有効

模型を導出するためには 

(a) ターゲット軌道の選定 

(b) 展開するための局在基底の決定 

(c) 電子間相互作用の評価 

が必要となる。 

 まず(a)において、電子相関効果が重要となる電

子軌道を見つけ出す指針を述べる。低温では、フ

ェルミレベル付近の電子軌道において電子相関

が発達する。具体的にどの軌道に相関が現れるか

は、物質に依存するため結果から判断を行う。そ

こで、全体としての計算ステップでは、フェルミ

準位近傍の数軌道または数バンドを考察する。例

えば、銅酸化物では Cu の ݀௫మି௬మ軌道からなるバ

ンドをフェルミレベルが横切るためこの対称性

を持つ局在軌道を選択するとよい。この場合、有

効模型として 1 軌道ハバード模型が現れる。また

この軌道は、O の p 軌道（௫と௬）と化学結合を

強く形成するため、次に相関が強まる可能性とし 

 
図 4 ターゲット軌道と価電子/伝導バンドの概念

図。ターゲット軌道と価電子/伝導バンドが分離し

ている場合（左）と分離していない場合（右）。 

 

て O の p 軌道を考慮すると、自然に 3 軌道ハバー

ド模型（d-p 模型）に至る。このターゲット軌道の

選定では、(c)電子間相互作用の結果からも判断基

準が得られる。 

 次に、N 個のターゲット軌道が選ばれたとして、

(b)について述べる。ここで、電子間相互作用、特

にオンサイト相互作用から電子相関が強く現れ

る基底として最局在ワニエ関数を考えてよい[11]。 

ሻ࢞ሺࡾݓ ൌ
ܸ

ሺ2ߨሻଶ
න ݀ଷ݇	݁ିࡾ∙
	


 

																																	ൈ ܷ
ሺሻ߶ሺ࢞ሻ



൩						 

( 7 ) 

ワニエ関数はブロッホ関数のフーリエ変換で与

えられるが、“最局在”ワニエ関数はさらに N 個

のターゲット軌道のバンド指数で線形結合を取

り直して、より局在した基底関数を発生させる。

すなわち、ユニタリー行列 ܷ
ሺሻ (ܰൈܰ行列) を波

動関数の広がり 

								Ω ൌ 〈ሺ࢞ െ  〈ሻଶ〈࢞〉

			ൌሾݓۦ|࢞ଶ|ݓۧ െ ۧଶሿݓ|࢞|ݓۦ


				 
( 8 ) 

を最小化するように決定する。 

この手続きは、図 4（左）のような、ターゲッ

ト軌道と価電子/伝導バンドが分離している場合

には容易に実行できる。しかし、現実の物質では

このような状況は稀で、図 4（右）のようにフェ

ルミレベル付近でもさまざまな電子軌道が混成

している。一般にはターゲット軌道とした電子軌
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道はほかの除外すべき電子軌道と“エンタングル”

している。このエンタングルを解いて、エネルギ

ー的に広がってしまったターゲット軌道を集め

てくる操作をディスエンタングルメント[12] と

呼ぶ。これは、フェルミレベル付近の大きなエネ

ルギーウィンドウ内での ܰ୵୧୬
ሺሻ

（ ܰ）個のバンド

を設定し、ターゲット軌道への射影を行うことで

実現される。このとき、先のユニタリー行列 ܷ
ሺሻ 

は射影変換行列 ܷ
ୢ୧ୱሺሻ  (ܰ୵୧୬

ሺሻ ൈܰ行列) で表され

る変換との 2 段階の変換操作で表現される。そし

て、このようにして構成した最局在ワニエ関数か

らトランスファー積分 ݐఈఉ  を直ちに評価するこ

とができる。 

 以上の最局在ワニエ関数の方法は、第一原理計

算の電子状態計算と連携して WANNIER90 と呼

ばれるソフトウェアで実行可能である[13-15]。ま

た現在、Advance/PHASE の電子状態計算の結果

から WANNIER90 の入力ファイルを作成する

aphase2wannier90 と呼ばれるソフトウェアが開

発されている。従って、 Advance/PHASE →

aphase2wannier90→WANNIER90 を用いることで、

トランスファー積分を容易に決定することがで

きる。 

 

 有効相互作用の評価 

 (c)では電子相関が発達する軌道間と、それら以

外の軌道間とで区分した扱いが必要になる。上記

の最局在ワニエ関数の方法でターゲット軌道の

波動関数を得た場合を考えよう。さて、電子間相

互作用は本来クーロン相互作用から生じる。当然

ながらどのように基底変換を行ってもターゲッ

ト軌道（ワニエ軌道）とそれ以外の軌道との電子

間相互作用の行列要素は有限であるので、一見し

たところターゲット軌道のみの表現空間を用い

た記述を導くことは容易でなく思われる。この点

が従来議論の焦点であった。 

実は、量子力学的な相関が、平均ポテンシャル

項からのずれとして現れることに着目すると、こ

の点も解決することができる。行列要素が有限で

あっても、状態ベクトルにおけるターゲット軌道

以外の粒子占有に量子相関効果が重要とならな

いならば、その軌道との相互作用は有効相互作用

に取り込んで、繰り込まれた表現ベクトルの表示

が得られるのである。その場合、有効相互作用は

多粒子グリーン関数によって与えられる。詳細は

別の機会に譲るが[16]、この多粒子グリーン関数

を与えるスペクトルの決定に終状態相関効果（量

子中間状態に表れるܷの効果など）を無視すると、

よく知られた自由粒子系の分極関数を用いた遮

蔽相互作用の表現を用いてもよいことが分かる。 

そこで、ターゲット軌道とそれ以外の軌道との

電子間相互作用は乱雑位相近似で取り込むこと

が比較的適切なものであることが分かる。 

ܹሺ߱ሻ ൌ ሾ1ݒ െ ܲሺ߱ሻݒሿିଵ					 ( 9 ) 

ここで、ݒ は裸のクーロン相互作用で、 ܲሺ߱ሻ は

ターゲット軌道以外の分極関数である。 ܲሺ߱ሻ は

DFT 計算で得られるブロッホ関数とその固有値

から計算できる。この近似では、ターゲット軌道

の感じるクーロン相互作用が、裸のクーロン相互

作用 ݒ  の遮蔽された相互作用 ܹሺ߱ሻ  として表

現される。故に、有効模型の電子間相互作用は、 

ఈܸఊఋఉሺ߱ሻ ൌ ඵ݀ଷ݀࢞ଷ࢞ᇱ	ݓఈ∗ሺ࢞ሻݓఉ
∗ሺ࢞ᇱሻ 

																											ൈ ܹሺ࢞, :ᇱ࢞ ߱ሻݓఊሺ࢞ᇱሻݓఋሺ࢞ሻ					 

( 10 ) 

で得られる。これは制限乱雑位相近似（cRPA: 

constrained Random Phase Approximation）法と呼ば

れるものに相当する[17- 20]。この近似では、それ

以外の電子の影響は電子間相互作用の遮蔽とし

て有効模型に繰り込まれる。 

また、この電子間相互作用の評価法は、最初に

選んだターゲット軌道の妥当性も教えてくれる。

例えば、あるターゲット軌道の電子間相互作用

（例えば ܷ）がバンド幅 ܹ と較べて十分小さけ

れば、この軌道での電子相関効果は小さい。従っ

て、このような電子軌道は有効模型のターゲット

軌道に含めずに、ディスエンタングルメントで除

外し、遮蔽効果としてのみ取り扱えればよい。従

って、電子間相互作用の評価が翻ってターゲット

軌道の選定の基準の一つを与えてくれる。 
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 強相関ソルバー：RPA/FLEX/TPSC 

それでは第一原理有効模型が得られたとして

③の強相関ソルバーについて述べる。ここでは特

に、Advance/PHASE との連携を想定して共同開

発している乱雑位相近似（RPA: Random Phase 

Approximation）、揺らぎ交換（FLEX: FLuctuation 

EXchange）近似[21-23]、二粒子自己無撞着（TPSC: 

Two-Particle Self-Consistent）法[24, 25]について解

説する。 

前述のように、これらは弱結合理論や弱相関・

中相関系の理論と呼ばれ、フェルミ液体論から出

発する理論なので DFT 計算との相性がよい。ま

た、強相関ソルバーは基本的に高コストな計算で

あり、現実の物質のような多軌道を扱う場合には

計算コストの側面から制限が生じてしまう。この

点でも上記のフェルミ液体論に基づく強相関ソ

ルバーは比較的コストの低い計算手法であり、実

際の数値計算の実現性からも適している。 

また、現実の物質は多く電子軌道が関与するの

で、一般には多軌道ハバード模型に対する定式化

が必要である。本解説では煩雑さを避けるため単

一軌道ハバード模型（(5)式）での定式化を示す。

多軌道系での定式化は参考文献[26-31]を参照し

ていただきたい。 

強相関ソルバーの目的は、グリーン関数法に基

づき１粒子グリーン関数を計算することである

（以下  ൌ ݇ ൌ 1 とする）。 

ሺ݇ሻܩ ൌ െන ݀߬
ఉ


	݁ఠఛ〈 ఛܶܿఙሺ߬ሻܿఙ

ற ሺ0ሻ〉 ( 11 ) 

ここで、ܩሺ݇ሻ  は ݇ ൌ ሺ, ݅߱ሻ  を引数に持つ温度

グリーン関数で、߱  ൌ ሺ2݊  1ሻߚ/ߨ	（݊ ∈ Ժ）はフ

ェルミオンの松原周波数である（ߚ ൌ 1/ܶ は温度

の逆数）。また、ܿఙ
ሺறሻሺ߬ሻ ൌ ݁ுఛܿఙ

ሺறሻ݁ିுఛ は消滅（生

成）演算子の虚時間発展で、 ఛܶ は虚時間順序積、

〈⋯ 〉 ൌ Trሺ݁ିఉு ⋯ ሻ/Tr݁ିఉு  は熱統計平均を表す。

この１粒子グリーン関数が得られれば、粒子数や

全エネルギー、スペクトル関数などの一体の物理

量が計算できる。 

一般に 1 粒子グリーン関数は、裸の 1 粒子グリ

ーン関数 ܩሺ݇ሻ  と自己エネルギー ߑሺ݇ሻ  で表さ

れる。 

 

 
図 5 FLEX 近似でのラッティンジャー・ワード

汎関数 Φଡ଼ሾܩሿ のファインマン図形。 

 

ሺ݇ሻܩ ൌ ሾܩ
ିଵሺ݇ሻ െ Σሺ݇ሻሿିଵ						ሺ∗ሻ 

従って、この Σሺ݇ሻ を何らかの方法で計算しなけ

ればならない。RPA/FLEX/TPSC では、ファイン

マン図形を用いた摂動論的な方法で Σሺ݇ሻ  を近

似的に決定する。 

まず、FLEX 近似と RPA について述べる。FLEX 

近似では保存近似（カダノフ・ベイム理論）[32, 33]

に基づいて自己エネルギー Σሺ݇ሻ  が決定される。

保存近似では粒子数やエネルギーの保存則（連続

の式）が自動的に満たされる。厳密な表式では 

Σሺ݇ሻ  はラッティンジャー・ワード汎関数の汎関

数微分 ߜΦሾܩሿ ⁄ܩߜ   で与えられる。ラッティンジ

ャー・ワード汎関数 Φሾܩሿ  はグリーン関数 ܩ  の

汎関数であり、ܩ と相互作用を繋いで作られるあ

らゆるファインマン図形の和であるが、これを具

体的な表式として与えることはできない。そこで

FLEX 近似では、 保存近似のラッティンジャー・

ワード汎関数としてハートレー項、フォック項と

ともに、リング図形とはしご図形の無限和を取り

込む（図 5）。すなわち、Φሾܩሿ → Φଡ଼ሾܩሿ として、

自己エネルギーは Σ ൌ  で与えられ ܩߜ/ሿܩΦଡ଼ሾߜ

Σሺ݇ሻ ൌ
1

ܰߚ
ܷ 

3
2
ܷଶ߯ୗሺ݇ െ ݇ᇱሻ

ᇲ

 

																															
1
2
ܷଶ߯େሺ݇ െ ݇ᇱሻ 	

െ ܷଶ߯ሺ݇ െ ݇ᇱሻ൨  ሺ݇ᇱሻܩ

( 12 ) 

と書くことができる（ ܰ  は有効模型の実空間サ

イト数＝波数空間メッシュ数）。ここで、߯ୗሺݍሻ

（߯େሺݍሻ）は 2 粒子グリーン関数であるスピン（電

荷）感受率で 
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図 6 RPA/FLEX の計算手順。自己無撞着な計算

が FLEX、ワンショット計算が RPA に対応する。 

 

߯ୗሺݍሻ ൌ
߯ሺݍሻ

1 െ ܷ߯ሺݍሻ
 ( 13 ) 

߯େሺݍሻ ൌ
߯ሺݍሻ

1  ܷ߯ሺݍሻ
 ( 14 ) 

と表され、߯ሺݍሻ は分極関数で、グリーン関数  

 ሺ݇ሻ を用いてܩ

߯ሺݍሻ ൌ
1

ܰߚ
ܩሺݍ  ݇ሻܩሺ݇ሻ
ᇲ

 ( 15 ) 

と表すことができる。ここで、ݍ ൌ ሺ, ݅߳ሻ  で、

߳ ൌ ݉）	ߚ/ߨ2݉ ∈ Ժ）はボソンの松原周波数である。 

 このような計算は以下の手順で実行される。わ

れわれは最初に裸のグリーン関数 ܩሺ݇ሻ  を知っ

ているので、そこから出発して ܩ → ߯ → ߯ୗ,େ →

Σ → ܩ → ߯ → ⋯  のような自己無撞着計算を行え

ばよい（図 6）。これが FLEX 計算である。一方、

より簡便な計算として自己無撞着計算をせずに

ワンショット計算で終わらせる方法（ܩ → ߯ →

߯ୗ,େ → Σ → が（ܩ RPA 計算に対応する。 

 FLEX 近似によるハバード模型も数値解析によ

って、銅酸化物超伝導体はスピン揺らぎによる異

方的な d波超伝導であることが説明される[34, 35]。

一方、RPA 近似は、スピン揺らぎの効果や超伝導

転移温度を過大評価してしまうが、定性的には

FLEX 近似と同等の結果を示す。RPA/FLEX は銅

酸化物超伝導体だけでなく、鉄系超伝導体[36, 37]

や有機物超伝導体[38]にも適用され成果を挙げて

いる。 

 最後に TPSC 法について述べる。TPSC 法では、

スピン・電荷感受率のチャンネル相互作用を二重

占有率と整合する形で決定することによって、

RPA/FLEX では取り込めなかったバーテックス

図形を考慮することができる。TPSC 法でもスピ

ンや電荷の保存則、マーミン－ワグナーの定理、

スピン・電荷感受率の総和則、f 総和則などが満た

される。 

具体的には、߯ሺݍሻ を裸のグリーン関数で構成

した分極関数 

߯ሺݍሻ ൌ
1

ܰߚ
ܩሺݍ  ݇ሻܩሺ݇ሻ
ᇲ

 ( 16 ) 

を用いて、スピン・電荷感受率をそれぞれ以下の

形で与える。 

߯ୗሺݍሻ ൌ
߯ሺݍሻ

1 െ ୗܷ߯ሺݍሻ
 ( 17 ) 

߯େሺݍሻ ൌ
߯ሺݍሻ

1  ܷେ߯ሺݍሻ
 ( 18 ) 

ここで、 ୗܷ（ܷେ）はスピン（電荷）のチャンネル

相互作用である。これらを決定するために、もう

一つの物理量として電子の二重占有率 〈݊↑݊↑〉  を

考え、厳密なスピン・電荷感受率の総和則 

1

ܰߚ
2߯ୗሺݍሻ ൌ ݊ െ 2


〈݊↑݊↑〉 ( 19 ) 

1

ܰߚ
2߯େሺݍሻ ൌ ݊  2


〈݊↑݊↑〉 െ ݊ଶ ( 20 ) 

と、TPSC ansatz と呼ばれる 

ܷୗ ൌ ܷ
〈݊↑݊↑〉
〈݊↑〉〈݊↓〉

 ( 21 ) 

を満たすように ୗܷ と ܷେ を決定する。以上から

TPSC 法における自己エネルギーが以下のように

与えられる。 

Σሺ݇ሻ ൌ
1

ܰߚ
ܷ 

3
4
ܷ߯ୗሺ݇ െ ݇ᇱሻ ୗܷ

ᇲ

 

												
1
4
ܷ߯େሺ݇ െ ݇ᇱሻܷେ൨  ሺ21ሻ			ሺ݇ᇱሻܩ

( 22 ) 

これから目的の１粒子グリーン関数が求められる。 

TPSC 法は RPA/FLEX よりも揺らぎの強い領域

（量子臨界点近傍）の物理まで見ることができる。

例えば、電子ドープ型銅酸化物の擬ギャップ現象

は実験とよく一致している[39, 40]。また、非フェ

ルミ液体での温度 ܶ  に線形な電気抵抗（フェル

ミ液体では ܶଶ に比例）も再現することができる

という報告もなされている[41]。もちろん、銅酸化

物を含めた強相関電子系の超伝導の議論も可能

である[29-31]。 
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3. 適用例 

 最後に、RPA/FLEX/TPSC の強相関ソルバーを

用いた強相関電子系の数値解析の結果を紹介する。 

 

 ルテニウム酸化物の一軸性圧力効果 

 ルテニウム酸化物 Sr2RuO4 は銅酸化物と同じ層

状ペロブスカイト構造を持ち、スピン三重項超伝

導体として広く知られている[42]。近年、Sr2RuO4

に一軸性圧力を印加することによって超伝導転

移温度 Tcが倍加される（Tc = 1.5 K → 3.4 K）こ

とが報告されている[43]。これに対して、Sr2RuO4

の有効模型を RPA 近似で数値計算を行い、超伝導

の増強メカニズムを解析した[44]。 

 ルテニウム酸化物 Sr2RuO4は Ru における 4d 電

子の t2g軌道が電子物性の重要な舞台となる。従っ

て、t2g 3 軌道ハバード模型が Sr2RuO4 の有効模型

として考えられている[45]。 

ܪ ൌ ܪ   ( 23 ) 		୍ܪ

ܪ ൌ൫ܿఙ
௬௭ற	ܿఙ

௭௫ற	ܿఙഥ
௫௬ற൯

ఙ

 

	ൈቌ
ߦ
௬௭ 2/ߣఙݏ݅ െݏఙ2/ߣ

െ݅ݏఙ2/ߣ ߦ
௭௫ 2/ߣ݅

െݏఙ2/ߣ െ݅2/ߣ ߦ
௫௬

ቍቌ
ఙܿ
௬௭

ఙܿ
௭௫

ఙഥܿ
௫௬
ቍ					 

( 24 ) 

୍ܪ ൌ ܷ݊↑
 ݊↓



,

 ܷᇱ  ݊
݊



,வ

 

												െܬୌ  ൬2ࡿ
 ∙ ࡿ

 
1
2
݊
݊

൰
,வ

 

												ܬᇱ  ܿ↑
றܿ↓

றܿ↓
 ܿ↑



,வ

						 

( 25 ) 

ここで、全ハミルトニアン ܪ について ܪ と ୍ܪ 

はそれぞれ運動項と相互作用項ハミルトニアン

で、ܿఙ
ற（ܿఙ

 ）は t2g軌道の ܽ（ൌ ,ݖݕ ,ݔݖ 軌道（ݕݔ

の生成（消滅）演算子、݊ 
 ൌ ݊↑

  ݊↓
  と ࡿ

 はそ

れぞれ粒子数とスピン演算子である。 

ߦ   には、ܽ  軌道でのエネルギー分散ܪ
  とス

ピン軌道相互作用 ߣ  が考慮されている（ݏఙୀ↑,↓ ൌ

േ1）。具体的なパラメーターは参考文献[46, 47] の

ものを用いている。また、ߣ がスピン σ と逆向き

のスピン σഥ  を結び付けているので、もはやスピ

ンがよい量子数ではなくなり、角運動量 ݈ とスピ

ン ݏ  の合成した角運動量の擬スピン ݆ୣ ൌ | െ

݈  。がエネルギーの対角化基底となっている  |ݏ

従って、スピンの SU(2)対称性（スピン空間での

回転対称性）が破れているので、この系では多軌

道性だけでなくスピンの自由度も露わに考慮し

なければならない。つまり、3 軌道×スピン(2)＝

6 自由度を考察することとなる。 

さらに、୍ܪ  には軌道内オンサイト相互作用 ܷ 

や軌道間オンサイト相互作用 ܷᇱ、フント結合 ܬୌ、

ペアホッピング 、ᇱが考慮されている。一方ܬ 

Sr2RuO4 が d 電子系であることから、原子極限で

の関係式 ܷᇱ ൌ ܷ െ ܬ と  ܬ2 ൌ ୌܬ ൌ ᇱ  が用いられܬ

ている。 

 RPA 近似で超伝導を議論するために、超伝導ギ

ャップ関数に対する線形エリアシュベルグ方程

式を数値的に解く。 

ሻΔఈఉሺୣߣ ൌ െ
1

ܰ
 ఈܸఈᇲఉᇲఉ

ୟ୧୰ ሺ െ ᇱሻ
ᇲ,ఈᇲ,ఉᇲ

 

												ൈΔఓఔሺᇱሻΨఈᇲఓ,ఔఉᇲሺ
ᇱሻ

ఓ,ఔ

		 

( 26 ) 

Ψఈఓ,ఔఉሺሻ ൌ
1
ߚ
ܩ	ఈఓሺ݇ሻܩ	ఔఉ

∗

ఠ

ሺ݇ሻ						 ( 27 ) 

ここで、 Δఈఉሺሻ  は超伝導ギャップ関数、

ఈܸఈᇲఉᇲఉ
ୟ୧୰ ሺሻ  がクーパー対の散乱を表すペアリン

グ相互作用（電子間相互作用と RPA 近似で評価し

た 2 体グリーン関数で構成できる）、Ψఈఓ,ఔఉሺሻ は

クーパー対を組むための電子密度を表す。ギリシ

ャ文字のインデックスは前述の通り軌道とスピ

ンを表す。またこれは超伝導転移温度の近傍であ

ることが仮定されており、松原周波数の依存性は

無視されている。さらに、この方程式は固有値方

程式の形を取っており、固有値 ୣߣ の大きさは超

伝導性の強さの指標となる（ୣߣ →大 ⇔ ୡܶ →高）。

そして、ୣߣ  は超伝導ギャップ関数の対称性に

各々割り当てられ、最大固有値を取る対称性が超

伝導として発現する。 

 図 7 に数値計算による固有値 ୣߣ と温度 ܶ の

結果を示す。ここでは、3 重項対の p 波と 1 重項

の d 波超伝導が拮抗して現れている。また、エネ

ルギーバンド基底に変換したときのギャップ関 
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図 7 固有値 ୣߣ vs 温度 ܶ。p 波と d 波超伝導が

拮抗する。 ଵݐ ൌ 0.081  eV, ߣ ൌ 0.064  eV, ܷ ൌ

ܬ ,ଵݐ1.9 ൌ 0.25ܷ.  

 

 

図 8 エネルギーバンド基底でのギャップ関数 

ܦ ൌ ܷ

றΔ ܷି

ற்（ ܷ

	  は基底変換のユニタリー行列）。 

 

数を図 8 に示す。 

 一軸性圧力効果は、トランスファー積分を圧力

パラメーター ݎ  で調整することで考慮すること

ができる[46]。図 9 に固有値 ୣߣ vs 圧力パラメー

ター ݎ（右図）とݎ ൌ 2%の時のフェルミ面（左

図）を示す。これによれば、一軸性圧力によって

p 波と d 波超伝導は増強される。これは、一軸性

圧力によってフェルミ面が歪み、電子の状態密度

の大きいファンホーブ特異点を通ることで、クー

パー対を組む電子が増加するからである。一方、

圧力効果がなければ三重項対の ௫  波と ௬  波

超伝導状態は 4 回対称性から縮退するが、一軸性

圧力によって 4 回対称性が破れることでこの縮退

が解ける。実際、௫ 波と ௬ 波は一軸性圧力の方

向によって増強と抑制が変化する。 

 

 多層系銅酸化物における自己ドーピング効果 

 多層系銅酸化物超伝導体は結晶の単位胞中の 

 

図 9 固有値 ୣߣ vs 圧力パラメーター ݎ（右図）

とݎ ൌ 2%の時のフェルミ面（左図）。 

 

複数枚の CuO2 面を有する銅酸化物の物質群であ

る。多層系銅酸化物には Hg, Bi, Tl 系などさまざ

まな物質群が存在し、その超伝導転移温度 Tc も

さまざまに異なる。一方で、これら多層系銅酸化

物で共通していることは、Tc が CuO2 面の枚数（n）

とともに上昇し、3 枚でピークに達し以後減少す

ることである。実際、多層系銅酸化物高温超伝導

体の一種である Hg3 層系は、常圧下において全超

伝導体中最高の超伝導転移温度 (Tc ≈ 138 K)を持

つ[48]。 

多層系銅酸化物は電子物性を担う CuO2 面が単

位胞内に複数枚存在するために、結晶構造的に

CuO2面が明示的に非対称な配置となる。また、核

磁気共鳴（NMR）実験[49]によれば、化学ドープ

による正孔キャリアが内側 CuO2面（IP）より外側

CuO2面（OP）に注入され、OP/IP が超伝導/反強磁

性の主要な舞台となるとともに、超伝導と反強磁

性の共存と棲み分けが生じている（図 10）。 

この現象の起源は、過剰ドープな OP と不足ド

ープな IP の差異であるが、これは DFT に基づく

第一原理計算では逆の結果（OP が不足ドープさ

れ IP が過剰ドープされる）が得られ実験事実を全

く再現できなかった。これに対して、水銀 3 層系

銅酸化物 HgBa2Ca2Cu3O8+δ（Hg-1223）の有効模型

を TPSC 法で数値解析し OP/IP の電子物性を解析

した[31]。 

水銀 3 層系銅酸化物 Hg-1223 においても、3 枚

の CuO2 面の Cu における 3d 電子の݀௫మି௬మ軌道が

電子物性の重要な舞台となる。従って、3 層ハバ

ード模型が Hg-1223の有効模型として考えられる

[28]。 
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図 10 水銀 5 層系銅酸化物の NMR 実験。正孔キャリア濃度 p(OP/IP) は IP より OP が大きく、正孔

（電子）は主に OP（IP）に注入される。また、超伝導/反強磁性は主に OP/IP で先導して生じている[49]。 

 

ܪ ൌ ܪ   ( 28 ) ୍ܪ

ܪ

ൌ൫ܿఙ
ଵற	ܿఙ
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ଵ

ఙܿ
ଶ

ఙഥܿ
ଷ
ቍ 

( 29 ) 

୍ܪ ൌ ܷ݊↑
 ݊↓



,

 ( 30 ) 

ここで再び、全ハミルトニアン ܪ  について ܪ 

と ୍ܪ  はそれぞれ運動項と相互作用項ハミルト

ニアンで、ܿ ఙ
ற（ܿఙ

 ）は層 （ܽൌ 1, 2, 3）の生成（消

滅）演算子である。今、ܽ ൌ1, 3 が OP、ܽ ൌ2 が

IP に対応している。また、ߦ が CuO2面の面内の

エネルギー分散であり、隣り合う面間で ݐ  のト

ランスファー積分が生じている。 

 まず、図 11 に TPSC 法で計算した OP/IP でのス

ピン感受率を示す。両者ともに  ൌ ሺߨ, ሻ 周辺にߨ

ピークが生じており、反強磁性の不安定性が大き

いことが解る。また、OP よりも IP において反強

磁性不安定性が強く、これは NMR 実験の結果に

おいて反強磁性が主に IP で先導して生じること

と定性的に整合する。 

 次に、図 12 にオンサイト相互作用 ܷ を変化さ

せたときの二重占有率 〈݊↑
݊↓

〉 （左）と各層での

占有率 ݊ （右）を示した。ここで ܽ ൌOP/IP は

各層のインデックス、 ݊ୟ୴ は 3 層平均の占有率

である。前述の通り、〈݊↑
݊↓

〉 は TPSC 法でスピン・

電荷感受率を決定するときに同時に決定され、各

層ごとの占有率は１粒子グリーン関数 ܩሺ݇ሻ  か

ら得られる。 

݊ ൌ
1

ܰߚ
݁ିఠషܩሺ݇ሻ				
,ఙ

 ( 31 ) 

図 12（左）によれば、二重占有率 〈݊↑
݊↓

〉 はオ

ンサイト相互作用 ܷ  が増大すれば減少する。こ

れは、ܷ による電子の局在化（モット絶縁体）へ

の傾向を表している。さらに、OP よりも IP での

〈݊↑
݊↓

〉 が減少していることが解る。このことは、

OP よりも IP でより強く電子相関効果が現れて

いることを示している。また、全相互作用エネル

ギー 〈୍ܪ〉  ൌ ܷ∑ 〈݊↑
 ݊↓

 〉,   を考えたとき、OP/IP 

での１電子あたりの相互作用エネルギーは ܧ
/

ܰ ൌ ܷ〈݊↑
 ݊↓

 〉 ൌ ܷ〈݊↑
݊↓

〉 と書けて、OP/IP での二

重占有率 〈݊↑
݊↓

〉 に比例している。 

 従って、電子は OP より IP にいた方が相互作

用エネルギーを低く抑えられる。従って、電子は

IP に入る方が相互作用エネルギーからのエネル

ギー利得が大きい。 

 このような理由から、図 12（右）のように、オ

ンサイト相互作用 ܷ が増大すると電子は IPに移

動していく（電子相関効果による自己ドーピング

効果）。これは NMR 実験の結果において電子（正

孔）が主に IP（OP）に注入されることと一致する。

従って、DFT 計算で考慮できなかった電子相関効

果を TPSC 法で取り込むことで、現実のキャリア

ドープの傾向を再現することができた。 
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図 11 OP/IP でのスピン感受率 ߯ୗ
/୍ሺ, 0ሻ。 

 

 

図 12 オンサイト相互作用 ܷ を変化させたとき

の OP/IP における二重占有率 〈݊↑
݊↓

〉 （左）と各

層での占有率 ݊ （右）。 

 

4. まとめ 

本解説では、第一原理計算ソフトウェア Advance 

/PHASE との連携を想定した第一原理計算の強相

関電子系への適用について紹介した。強相関電子

系を理解するためには、従来の第一原理計算法

（LDA/GGA）だけでは不十分で、電子相関効果を

取り込むために有効模型の強相関ソルバーによ

る数値解析が必要となる。しかし、その出発点と

なる有効模型の導出のためには第一原理計算の

結果を用いることが有用であり、実際に

LDA/GGA 計算から物質固有の第一原理有効模

型に必要な情報を引き出すことができる。また、

強相関ソルバーによって有効模型を数値解析す

ることによって、電子相関効果による補正だけで

なく、本解説で触れた強相関電子系の超伝導など

の新奇な量子相へのアプローチが可能となる。 
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