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Analysis of Free Surface Flows with Advance/FrontFlow/red 

Go Ito*  and Yoichi Onishi*  

 

 Advance/FrontRlow/red（以下、AFFr）には、界面追跡法として CICSAM 法とレベルセット法、表

面張力評価に CSFモデルが導入されている。本項では、界面追跡法や表面張力評価について説明し、

流体中の単一気泡解析に適用した事例を紹介する。 
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1. はじめに 

 二相流が関係する各種工業機器や、自動車部品、

プラントなどの設計・性能評価において、二相流

れの理解は非常に重要であり、数値計算はそのた

めの有効な手段である。二相を隔てる自由界面構

造は、液滴、気泡、界面波などの内部構造が絡み

合った、非均質で複雑な形態をとるため、数値計

算で再現する際には、モデル化して取り扱う必要

がある。また、設計の効率化に伴い、実用的な時

間スケールで、実用的な結果を出すプログラムが

求められるようになってきている。 

 二相を含む流体の取り扱いは、二流体モデルと

均質流モデルに大別される。二流体モデルでは、

各相で成り立つ基礎方程式を解き、基礎方程式に

含まれる二相間相互作用の項を介して、二相間の

保存量輸送を行う。均質流モデルでは、セル平均

体積率などの変数を繰りこむことで、気相と液相

を同一速度で流れる均質流体として扱う。均質流

モデルは、相間速度差の小さい流体にしか適用で

きないが、体積保存性に優れ、単相流と同数の基

礎方程式で解くことができる利点がある。また、

複数の界面を含む流れに適用できるため、工業分

野における応用範囲も広い。 
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界面を追跡するには、これら基礎方程式に加え、

界面を記述する変数の移流方程式を解く必要が

ある。界面追跡法には、界面に合わせて格子が変

形する BFC法や、体積率を用いる VOF法、界面

の距離関数を用いるレベルセット法などがある。

ここでは、AFFr Ver. 5.1に導入されている VOF

法と、それに付随して界面をシャープに捉え、表

面張力を評価するために導入している手法につ

いて説明する。次に、この手法を用いて、いくつ

かの流体条件における気泡形状変化の計算を行

い、実験結果と比較した事例を示す。気液界面に

おける速度及び圧力分布は、気泡形状に大きく影

響を及ぼすため、検証として妥当な事例と考えら

れる。 

 

表 1 本文に用いる記号一覧 

記号 説明 単位 

P 圧力 Pa 

F 外力 N 

S,S 面積、面積ベクトル    

   体積    

t 時間 sec 

u,       速度 (i,j=1,2,3) m/s 

x,       デカルト座標(i,j=1,2,3) m 

n,     法線ベクトル(i,j=1,2,3) m 

d 格子間距離 m 

     クロネッカデルタ  



基礎方程式及び数値計算手順 

アドバンスシミュレーション 2013.12 Vol.17 21 

   密度       

   表面張力     

   曲率     

   粘性係数      

   渦粘性係数      

g 重力加速度      

   セル平均体積率  

C Courant数  

Eo Eötvös数  

M Morton数  

Re Reynolds数  

添え字    それぞれ液相と気相  

添え字 P 格子点 P  

添え字 E,W Pに対し東側(西側)格子点  

添え字 e,w Pに対し東側(西側)界面  

添え字 U,D,A それぞれ、風上セル、ドナ

ーセル、アクセプターセル 

 

添え字   セル界面  

添え字 comp Hyper-Cスキーム  

添え字 UQ Ultimate-Quickest スキーム  

 

2. 基礎方程式及び数値計算手順 

2.1. 基礎方程式 

 基礎方程式としては、質量保存則及び、運動量

保存則を用いる。VOF法では、界面を介して接す

る気体と液体は、同速度を持つという仮定のもと

に計算する。 

 よって、基礎方程式は、混合密度によって記述

された、単相流の方程式と同様である。 

質量保存則 

  

  
 

 

   
        (1) 

運動量保存則 

    
  

 
 

   
         

  

   
   

  
 

   
 
   
   

 
   
   

    

(2) 

気体と液体の二相のみを考えるとすると、混合パ

ラメータは、セル平均体積率 を用いて、次のよ

うに表される。 

              (3) 

 

              (4) 

また、この体積率 の移流方程式を解くことで、

界面を追跡する。 

  

  
   

  

   
   (5) 

上式を離散化した際、数値拡散が生じてしまうと、

界面がぼやけてしまうため、精度よく解く必要が

ある。 

 オリジナルのドナー・アクセプター法は、界面

がセル面に対し傾きを持つ時、風上差分と風下差

分を切り替えて計算する手法である[1]。風上差分

は安定であるが、数値拡散を生じる。風下差分は

界面の不連続性を強調するためシャープに維持

することができるが、不安定である。また、スキ

ーム切り替えの基準が自明でないため、界面形状

計算の精度はあまり高くないことが知られてい

る。AFFr では、後述する CICSAM 法 

(Compressive Interface Capturing Scheme for 

Arbitrary Meshes) を導入して、界面をシャープ

に維持しつつ、安定に解く工夫がなされている。 

 

2.2. 体積保存性と圧力補間 

 採用している節点中心法では、各格子の頂点周

りに定義されたコントロールボリュームに対し

て、輸送方程式を積分する。 

 式(5)を、コントロールボリュームで積分し、非

圧縮性を仮定すると、次式を得る。 

 
  

  
            (6) 

すなわち、コントロールボリュームにおける流体

体積の変化量は、輸送量に等しいため、この手法

では基礎方程式において体積保存性が保障され

ている。 

 一方、水中の気泡のような、密度比が大きい二

相流計算の場合、圧力勾配を正しく求めることが

重要である。AFFrでは、構造格子にも非構造格

子にも対応するため、全ての変数を節点に定義す

るコロケート格子を採用している。コロケート格

子の圧力差を線形補間で求めると、チェッカーボ
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ード圧力効果が生じることが知られている。コン

トロールボリュームの向かい合う面の圧力差が、

内部流体を駆動する力になるが、単純な線形補間

によって圧力を求めると、非現実的な加速度が生

じてしまう。 

 これを解決するため、Rhieと Chow(1983)によ

って提案された補間法を採用している[2][3]。こ

の補間法には、追加消失項と呼ばれる項が加わっ

ており、これがコロケード格子における振動を除

去する。 

 

2.3. 界面追跡法 

 二相流界面の輸送計算において、よく使われる

離散化手法を用いると、数値拡散を生じるため、

高精度化する工夫が必要となる。 

 CICSAM 法は、数値拡散で不連続界面が鈍るの

を防ぎ、有界性の必要条件を満たす離散化スキー

ムとして、Ubbinkと Issa(1999)らによって提案

された[4]。ここでいう有界性とは、変数の値が境

界で有界となり、離散化方程式の全ての係数が同

一の符号になることである。この条件を満たさな

いスキームは収束性が悪く、たとえ収束しても振

動解を与える可能性がある。 

 コントロールボリューム界面で出入りするセ

ル平均体積率  を考える。簡単のため、図 1のよ

うな 1次元で考える。 

 

 

図 1 平均体積率に対する有界性 

 

LeonardのNormalised Variable Diagram(NVD)

にならって、規格化されたセル平均体積率を定義

する[5]。 

     
     

     
        

     

     
  (7) 

      の時、        となり、一次風上差分に

対応する。また、      の時、      となり、

一次風下差分に対応する。 

 Leonardは、有界であるための必要十分条件と

して以下の条件を課している。 

・      及び       で、        でなければ

ならない。 

・        では、上限は 1であり、下限は   で

なければならない。 

 また、これにクーラン条件を満たす条件を課し

たものが、HYPER-Cスキームであり、有界条件

と合わせると、以下の式になる。 

          

                               

      
   
  
               

        (8) 

離散化スキームの精度や有界性を評価するのに

よく  図が用いられるが、NVDでは上記の       

を用いて、図 2の様に整理される[5]。        

において、有界条件とクーラン条件を満たす領域

は、図 2のグレー部分で示されている。クーラン

数が小さくなるほど、条件が満たされる領域は広

くなることが分かる。また、クーラン数 1の時は、

風上差分法(UDS)しか有界性を持たないことも分

かる。 

 

図 2 有界必要条件とクーラン条件領域 

 

HYPER-Cスキームの問題として、 の勾配に敏

感に反応し、特に界面が流れに沿った向きである
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場合、界面の形状を非現実的に変形してしまう傾

向がある。 

 これを解消するため、Leonardが提案した

Ultimate-Quickest スキームを併用している[6]。 

     

  

 
 
 

 
                                

    
                     

 
         

                      

        
(9) 

流体界面とコントロールボリューム界面の角度

によって定義される混合係数  を使って、2つの

スキームを滑らかに繋ぐ。 

       
 
             

 
    

       
        

 
    

               

界面と計算セルの方向関係を図 3に示す。     

つまり      の時は、Hyper-Cスキームに帰着

し、    
 

 
 つまり      の時は、Ultimate 

Quickestスキームに帰着する。 

 

図 3 界面法線ベクトル nとセル並行ベクトル d 

 

2.4. 表面張力評価 

 AFFr における表面張力の評価には、Brackbill

らが提案した CSF (Continuum Surface Force) 

モデルを採用している。このモデルは、表面張力

を体積力として、 

                     (10) 

で与える。 

 VOF法においては、界面曲率 を、体積率 を

用いて計算する[7]。 

  
 

    
 
  

    
             (11) 

セル平均体積率の勾配  は、界面でのみ 0以外の

値をとるので、表面張力は界面にのみ働く。 

また、二相の密度比が大きい場合、式(10)を 

       
   

     
            (12) 

に修正する[8]。これは、密度が大きい流体から密

度の小さい気体が力を受けて、非物理的な加速度

が生じてしまうことを防ぐためである。 

 

2.5. 安定性 

 離散化された NavierStokes方程式を陽解法で

解く際には、時間ステップを実際の流速が隣の計

算格子に伝達する時間よりも小さくする必要が

ある。（クーラン条件） 

  
   

  
   (13) 

Brackbill によると、これに加え、離散化された

格子で表面張力を正しく扱う際には、向かい合う

表面張力波が違う方向から、同時に 1つの計算格

子に伝わることがないようにする必要がある[9]。 

    

  
 
 

 
 (14) 

   は表面張力波位相速度で、波数 kを用いて、 

    
   

   
 (15) 

で、表される。   は平均密度である。 

波数の最大値           でも、式(14)を満た

すようにすると、 

    
        

   
 (16) 

となる。    
３

２に比例しているため、一般的に式

(16)の条件は、式(13)のクーラン条件よりも厳し

い制約となる。表面張力項を陰解法で解く場合に

は、この制限を回避することができる。 

 AFFr Ver. 5.1では、対流項や拡散項を陰的に

解いたとしても、表面張力などの外力項は、陽的

に扱っていることに留意する。すなわち、表面張

力の計算をする際には、式(16)の条件を満たすよ
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う、時間ステップを決める必要がある。 

 

3. 解析事例 

3.1. 液柱崩壊解析 

 AFFr を用いた自由表面の解析例として、液柱

崩壊時の液面挙動予測の検証事例を図 4 に示す。 

格子数 5300、時間ステップ 2×10-4secで計算を

行い、実験結果と良い一致を示した[10]。 

 

 

 

 

 

図 4 液柱崩壊解析結果 

 

3.2. 濡れ解析 

 2つ目にAFFrを用いたVOF法の解析として、

接触角の検証事例を図 5に示す。 

表面張力が大きい固体に付着した液体の接触角

は小さくなり、表面張力が小さい固体に付着した

液体の接触角は大きくなる。接触角 60°に設定し

た液面形状の解析を行い、妥当な結果を得た。 

 

図 5 接触角を設定した液面形状解析 

 

3.3. 気泡形状に関する先行研究 

 3つ目に、より詳細な VOF法の解析事例とし

て、流体パラメータが異なる静止流体中を浮上す

る単一気泡の形状及び気泡周囲の流れ場解析を

行い、気泡の挙動が正しく予測できるか検証を行

った。ここでは、気泡形状に関する実験に基づい

た先行研究を示す。 

 重力や浮力影響下における、気泡や液滴は、粘

性、密度比、表面張力などにより、いくつかのタ

イプの形状を取り得ることが知られている。 

Graceらによる、気泡形状に関する相関図を図 6

に示す[11]。 

 

 

図 6 単一気泡形状 

0sec 0.05sec 0.1sec 

0.1sec 

0.2sec 

0.3sec 

0.4sec 
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自由流体中を浮上する気泡の振る舞いは、

Eo:Eötvös数、M:Morton数、Re:Reynolds数に

よって、整理される[11][12]。 

    
   

        

 
 (17) 

 

   
   

        

  
   

 (18) 

 

    
     

  
 (19) 

式(17)～式(19)には、気泡の粘性係数が含まれて

いないため、終端速度や気泡形状に影響を及ぼさ

ない。 

 表面張力や粘性力が慣性力に対し優勢な時は、

球形(Spherical) となる。楕円型(Ellipsoidal) の

気泡は、しばしば、周期的な振動やランダムな揺

動(Wobbling) を伴う。大きな気泡になると、気

泡下方にトロイダル渦が生じるなどして、上方と

下方の対称性破れが著しくなり、冠球形

(Spherical-cap) の形状になる。図 6ではウェイ

ク角によって、さらに冠球形(Spherical-cap) 、

きのこ形(Dimpled) 、スカート形(Skirted) に分

類している。ウェイク角は、Re に依存する[11]。 

水中の気泡以外にも、砂糖水やオイル、クロロホ

ルムなどを用いて、Eötvös数やMorton数を様々

に変え気泡形状を調べる実験が、1960年代から

70年代にかけて多く行われた。 

 例えば、Pruppacherは、Eötvös数 5、Morton

数 3.1×10-11条件下における、水中を浮上する楕

円形気泡の様子を観察した[13]。Bhagaは砂糖水

中を浮上する気泡を観察し、Eötvös数 290、

Morton数 5.5、気泡代表径 4.1cmの冠球形気泡

の形状になることを実験的に示した[14]。詳細は、

文献を参考にしてほしい。 

 

3.4. 解析対象と計算条件 

 2章で述べた手法を組み込んだ AFFr Ver. 5.1

を用いて、単一気泡形状の計算を行い、前節の実

験結果と比較して、妥当な結果が得られるかどう

かを確かめた解析事例を示す。 

図 7に、解析モデルを示す。直方体（3cm×3cm

×7cm）の解析領域を用意し、全領域格子幅     

の等間隔格子を用いた。よって、格子規模は、120

×120×280で、4032000セルである。今回は

Eötvös数及びMorton数を変えて、2ケースの計

算を行う。初期気泡径はケース 1が 5mm、ケー

ス 2が 1cmである。VOF法で界面の曲率を精度

良く求めるためには、十分な分解能が必要である

ため、5mmの気泡径を 20 分割することにして、

格子間隔を決めた。 

 

図 7 解析モデル 

 

 また、浮力により、気泡が解析領域から出てし

まうのを防ぐため、上面を入口境界として浮上終

端速度に等しい流速で液相流入条件を与え、底面

を出口境界とした。気泡が壁面に近い領域を浮上

する場合、壁効果により気泡形状や終端速度が変

わるため、側面は気泡径に対し十分な間隔を保持

した。2ケースとも、同じ解析モデルを用いて計

算している。 

 計算環境は、Intel XeonE5-2640 2.5GHz、メモ

リ 96GB、12coreでの並列計算で行った。 

 表 2に計算手法、表 3に各ケースにおける計算

条件をまとめた。 
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表 2 計算手法 

項目 設定 

ソルバ AFFr5.1 

支配方程式 非圧縮 Navier-Stokes方程式 

空間離散化 ２次精度風上差分法 

時間積分法 Euler 陰解法 

収束アルゴリズム SIMPLE法 

界面追跡 VOF(CICSAM)法 

時間刻み ケース 1: 1.0ms 

 ケース 2: 0.4ms 

圧力緩和係数 0.3 

速度緩和係数 0.8 

 

表 3 計算条件 

パラメータ ケース 1 ケース 2 

Eo 0.4 200 

logM －4.0 3.0 

気泡径 de [mm] 5.0 10.0 

密度比 0.8 6.5×10-4 

粘度比 0.35 0.36 

気泡形状 球形 きのこ形 

 

3.5. 解析結果 

 図 8及び図 9にそれぞれ、ケース 1、ケース 2

における気泡形状の時間的推移を示す。ケース 1

では初期気泡形状からほぼ変化せず球形を維持

しているのに対し、ケース 2では球形→楕円形→

きのこ形へと形状が変化した。これは、図 6で示

した Graceの相関図の傾向と一致している。 

 

 

 

 

図 8 ケース 1: 気泡形状 

 

 

 

図 9 ケース 2: 気泡形状 

 

ケース 1に関して、VOF断面図を示す。 
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図 10 ケース 1:VOF断面図 

 

気泡界面領域は格子幅 1つ分以内に収まっており、

数値拡散は生じていない。気泡内外に渦は生じて

いない。気泡 Re数は 1程度であるため、伴流域

にトロイダル渦なども生じておらず、安定して球

形が保たれる。気泡終端速度は、0.02m/sであり、

これは Re数から計算した終端速度と一致した。 

ケース 2に関しても、図 11にVOF断面図を示す。 

 

 

図 11 ケース 2：VOF断面図 

 

 ケース 2では、気泡下部に閉じた伴流の影響に

より、きのこ形状を形成していることが分かる。

気泡の終端速度は、0.14m/s～0.15m/sであり、理

論値 0.16m/sより若干小さいものの、ほぼ一致し

ている。計算結果から求めたウェイク角は 108°

であり、実験値をフィッティングした値とほぼ一

致した。ただ、1.5秒後の時点では、まだ気泡界

面の形状は変化し続けており、定常状態には至ら

なかった。現状では、式(16)の制限により時間ス

テップを小さく取らざるを得ないためであり、表

面張力項を陰的に取り扱うことで、解析速度を上

げていくことが今後の課題である。 

 また、ケース 1の界面での流速分布が若干不揃

いであったり、ケース 2の界面に滑らかでない部

分が残っている。平均体積率 を CSFモデルのカ

ラー関数に用いると、界面において精度のよい曲

率を得られない場合があることが指摘されてい

る[15]。界面の滑らかさに関しては、（今回は試し

ていないが、）距離関数を用いるレベルセット法

を用いれば、改善される見込みはある。AFFr Ver. 

5.1からは、レベルセット法も使用可能になって

いる。 

 

4. まとめ 

 本項では、AFFr Ver. 5.1に組み込まれている、

均質流モデルに基づいた界面追跡法について説

明し、安定に計算を行う上での留意点についても

述べた。また、気泡形状及び気泡周囲流れ場の解

析事例を紹介し、妥当な気泡形状や終端速度を得

られることを確認した。表面張力項に関する計算

速度や、評価関数の精度に、まだ改良の余地があ

ると思われるので、今後もブラッシュアップを進

めていく。 
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