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 弾性力学は、連続体力学の基礎であり、Advance/FrontSTR の基礎でもある。本稿では、非線形弾性

理論の現状を整理し、その問題点と Advance/FrontSTR における課題を議論することより、Advance/ 

FrontSTR の開発の理論根拠を提供するものである。 
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1. はじめに 

一般的には、弾性とは外力を加えると変形する

が、除荷すれば元の寸法に戻る性質をいう。この

性質は数学的に定義することより、弾性構成式の

構築することが可能になる。しかし、現実ではこ

のような性質を利用しない定義もある。例え

Truesdell & Noll [1]は変形履歴の影響がなく現

時点の配置にしか依存しない、または単純（変形

勾配のみの関数である）材料は弾性材と定義して

いる。しかし、上記両定義は実は整合性がなく、

しばしば議論される。この点に対するわれわれの

見解を示すことが本文の主な目的である。 

本稿は、まず材料構成式を構築する時の必要な

制約条件について議論し、続いて、現在よく使わ

れている非線形弾性構成式についてまとめる。最

後に当社で開発・販売している構造解析ソフトウ

ェア Advance/FrontSTR内の非線形弾性解析の

実装方法を紹介し、これらの実装を利用する際の

注意事項を提起する。 

また、熱や電磁場と弾性変形の関連を論じると

非線形弾性変形現象の幅が広くなるが、本稿は単

純な力学変形に限定する。 

本稿の記法の多くは文献[5]示しており、その

詳細はその文献を参照されたい。 
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2. 材料構成式に対する制約条件 

材料の構成則を構築する場合には、座標系に依

存しないという客観性法則と熱力学の法則を満

足しなければならない。この節ではこれらの制約

条件を議論する。 

 

2.1. 熱力学第一法則：エネルギー保存則 

 物質は現配置に作用する全エネルギーは内部

エネルギーEと運動エネルギーKの和であり、そ

の物質時間変化率（本稿では上付き・と示してい

る）は外力による仕事率Wや熱流束による仕事

率 Qは等しい。これを熱力学の第一法則と呼ぶ。 
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と表される。ここではは質量、は単位質量の内

部エネルギー、は Cauchy応力、ｂは体積力、v

は速度、q は熱流量、nは境界面の法線方向であ

る。この式に対して、Reynoldの輸送定理やGauss

の定理を用いて整理すると[5] 

0
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






dqqd:σ  (7) 

となる。上式は任意の領域において成立するため 

0


qqd:σ  (8) 

が成り立つ。これは連続体のエネルギー保存則で

ある。この式は基準配置0における式は以下であ

る。 

0
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RRR qqF:P   (9) 

ここで  R , qq
1 JFR , JqqR  である[2]。 

 

2.2. 熱力学第二法則：エントロピー増大の法則 

 物質は現配置における総エントロピーの変化

は内部エントロピーの生成率


)(S やエントロピ

ー外部への流束 J()からとなり、その値は非負で

ある。 
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また、エントロピー流束 j と絶対温度の関係式は 


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であり、これらの式を式(10)に代入すると 
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となり、これは Clausius-Duhem不等式と呼ぶ。

この式に対して、Reynoldの輸送定理や Gauss

の定理を用いて整理し、さらにこの式は任意の領

域において成立する条件を考慮すると、 
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が得られる。ここで、式(8)を考慮し 
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が得られるため 
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が成り立ち。実用上、specific entropy の代わり

に、Helmholtz自由エネルギーはよく使われる 

 :  (18) 

この式(16)は以下のように変換される。 
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特に、温度の分布や変化を考慮しない単純力学問

題(等温 Isothermal過程)に対して 

0
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d:σ  (20) 

この式は基準位置0における式は以下である。 

0


F:P 
R  (21) 

ここで、 RRR   , P は Kirchhoff 応

力,F は変形勾配テンソルである。 

 

2.3. 客観性条件 

 本部では、式(22)に示したように自由エネルギ

ーは変形勾配Fのみの関数という単純材料につい

て議論を行う。 

)(ˆ FRR    (22) 

上記の構成式は座標系に依存しない。客観性条

件を満たさなければならなく、次式が成立するこ

とが必要とする。 

)(ˆ)(ˆ FQF  RR   (23) 

ここでQは回転を表す直交テンソルである。さら

に変形勾配の極分解式F=R・Uを利用し、任意な

QはRTと一致する場合 

UURRFRFQ  TT
 (24) 
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が得られるので、式(23)は以下のように変形でき

る。 

)(ˆ)(ˆ UF RR    (25) 

この式は関数̂ が客観性を有するための必須条

件である。さらに、 CU  を利用し、式(23)は 

)(ˆ)( CC RR    (26) 

になる。この式を利用し、自由エネルギー時間変

化率は 
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となり、さらに 
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であるため、式(21)は 
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となる。この式は任意なC に対する成立するとい

う条件とSとCの対称性や R の極小値近くの正

定性条件から、第2Piola-Kirchhoff応力Sは下記の

ように自由エネルギーから求めることが要請さ

れる([2]p279)。 

C
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
 R

2  (30) 

 

3. 非線形弾性 

 一般的には、弾性とは外力を加えると変形する

が、除荷すれば元の寸法に戻る性質をいう。厳密

にいえば、除荷した場合の物質の総エントロピー

の、変化しないという性質ともいえる、すなわち、

式(19)の代わりに 
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を満足する性質を持つ。 

 弾性材料の構成式は式(30)の形式になるべきと

議論したが、現状では式(30)以外の式も利用され

ている。本章では、これらの弾性構成式を議論す

る。 

 

3.1. Cauchy弾性 

Cauchy弾性体はCauchy応力が現時刻での変形

勾配Fのみに依存し、式(32)のように定めた物質

と定義する。 

))(()( tft Fσ   (32) 

上記の構成式は座標系に依存しない。客観性条

件を満たさなければならなく、次式が成立するこ

とが必要とする。 

)(ˆ)( CFQQσQ ffT   (33) 

ここで式(24)を利用した。特に、弾性体は等方で

ある場合 

)(ˆˆ CQσQσ fT   (34) 

が得られる。 

Cayley-Hamilton理論によるとテンソル関数

)(AD f では、AとDは等方テンソルの必要十分

条件はDが下記のように展開できることである

(例え[2,p32]) 

1

1
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210 ... 

 n

n AAAID   (35) 

ただし、iはAの不変量である。 

この性質を式に代入すると： 

2

210 CCIσ    (36) 

が得られる。 

 Cauchy弾性は第2節に紹介した熱力学法則を

満足する保証がない。例え任意のサークル変形の

場合、応力とひずみは初期状態の戻っても、余計

なエネルギーの生成することもあり得る。しかし、

下記超弾性と較べ、Cauchy弾性構成式から実験

データから取りやすいや解析の利便性があり

（[3],p493）、採用されている。 

 

3.2. Green弾性、超弾性 

Green弾性体、または超弾性(hyperelasticity)

とは、式(30)のように変形やひずみの成分によっ

て微分されることにより共役な応力成分を求め

るような弾性ポテンシャル関数が存在する物質

として定義される。 

超弾性は第2節に紹介した熱力学法則を満足す

る。 

超弾性構成式の構築は弾性ポテンシャル関数
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の構築となる。弾性ポテンシャル関数は客観性

を満足する他、いくつかの物理的な条件を満足す

る必要もある（[3],p494）。例えば、 

・弾性ポテンシャル関数は凸関数である。 

・極端ひずみ条件：右Cauchy-GreenテンソルC

の固有値は0やの時、応力が無限大である 

などがある。これらの条件により、弾性ポテンシ

ャル関数の選択をする。さらに、材料の等方性

を考慮すると、は右Cauchy-Green変形テンソル

Cの主不変量(I1,I2,I3)または体積変化成分を除い

た右Cauchy-Green変形テンソルC の主不変量

 321 ,, III （つまり、 ),,( 321 III  、あるいは

),,( 321 III  ）として表すことができる。

Advance/FrontSTRは多数な弾性ポテンシャル関

数に対応しており、その詳細を文献[5]を参照さ

れたい。
 

 

3.3. 亜弾性 

亜弾性(hypoelasticity)体の構成式は式(37)に示

したように応力の時間微分  σ の形になっている。
ただし、応力の時間微分は時間スケールと依存せ

ず、またはL=0の近傍にfはLに対する連続微分可

能である。 

  ),( Lσσ f  (37) 

  σ が時間スケールと依存しない条件は 

実数  ),,(),( LσLσ ff  (38) 

であり、すなわち f は L の正定同次関数である。

また、L=0の近傍に f は L に対する連続微分可能

と仮定しているため、f は L の線形関数になる

（[1].p403） 

  Lσσ )(f  (39) 

 応力の時間微分  σ の定義は変形と伴う座標系
の変更や変形回転と伴う座標系に依存しないと

いう客観性原理を満足する必要があり、代表的に

は以下である： 

・Jaumann 速度(   J σσ ) 

wσσwσσ  J
 (40) 

ここで、w はスピンテンソルである。Adavnce/ 

FrontSTR は Jaumann 速度を採用している。 

・Truesdell 速度(  T σσ ) 

TJ div lσσlσvσσ  )(  (41) 

・,Green-Naghdi速度(  G σσ ) 

TG
ΩσσΩσσ    (42) 

ここで、は主軸系におけるスピンテンソルであ

る。 

TRR    (43) 

・対数速度 

 この定義は下記のHencky(logarithmic 

Eulerian)ひずみテンソルを利用している。 

THencky
nΛnBVε )(lnln

2

1
ln:   (44) 

ここで,とnは左ストレッチテンソルVの主不変

量と主不変量方向である。その時間微分は 

loglog )(lnlnlnln ΩVVΩVV 
・○

 (45) 

であり、応力の対数速度は 

loglog
σΩσΩσσ  L

 (46) 

と定義される。 

 

 

図 1 単純せん断変形の 

せん断応力―せん断ひずみ曲線 

 

 これらの式で定義した応力速度全てを式(39)に

代入すると、材料の構成式が得られる。しかし、

異なる応力速度関数と関数 f()の組み合わせから

複数な構成式が得られる。理論的には正しい構成

式は 1つしかなく、実測データとの比較が必要で

あるが、その比較自体は困難であるため、事実上

線形弾性係数をそのまま利用するケースはほと

んどである。その結果、しばしば非現実的な結果
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が得られる。図 1では均一な単純せん断変形を受

ける変形体のせん断応力―ひずみ曲線を示して

いる。ここで、Jaumann 速度と Green-Naghdi

速度を利用した結果を示しているが、Jaumann

速度から得られた応力が振動し、考えにくい結果

が得たことを示している。 

 また、亜弾性は 2節に紹介した熱力学法則を満

足する保証がない。その結果、例えば、外力を加

えると変形するが、除荷すれば余分なひずみが残

すことがある[8]。 

亜弾性の応用の多くは弾塑性や粘塑性変形解

析に使うことである。1つの方法としては、弾塑

性モデルは変形速度テンソルdを弾性成分と塑性

成分に加算分解すると Pe ddd  、構成式は

  ef dσσ )( のような亜弾性形式になる。上記指

摘した亜弾性の問題点を回避するため、Simo[6]

は弾塑性変形の乗算分解を提案し、亜弾性モデル

を利用しないようにした。もう 1つの方法として

は、上記指摘した応力の振動がなく、熱力学法則

も満足できる亜弾性モデルを求めることである。

その成果の 1つは応力の対数速度を使うことであ

る[7]。 

 

3.4. その他 

 3.1~3.3節では、弾性構成式をそれぞれ代数形

式（Cauchy弾性）、積分形式（Green弾性）や微

分形式（亜弾性）と分類し、その他、弾性構成式

は陰的な形式 0Fσf ),( を表す方法[9]もあるが、

その実用性はまだ不明である。 

 また、上記弾性構成式の形式以外、変形の微細

領域の物理的な特徴による分類法もある。ポリマ

ーのような材料の変形では、内部エネルギーの

変化はほとんどなく、変形は内部エントロピー

の変化によるものである。このような材料はエン

トロピー弾性材(entropic elasticity)[4]と呼ぶ。こ

れを対し、変形は内部エネルギーの変化によるも

のである場合 energetic elasticity と呼ぶ。エント

ロピー弾性体の変形は温度の変化を伴い、変形体

内のエントロピーは弾性ポテンシャルの一部に

なる。その詳細について相関文献[4]を参照された

い。 

4. 構造解析ソフトウェア Advance/FrontSTR で

の実装 

 これまで述べた非線形弾性モデルについて、

Advance/FrontSTR 内の実装状況は以下である： 

・Cauchy 弾性：実装なし 

・Green弾性：実装あり 

・亜弾性：弾塑性材料と粘塑性材料の弾性的な挙

動は Jaumann 速度を利用した亜弾性モデルを使

われている。 

この節では、Advance/FrontSTR 内亜弾性、超

弾性材の実装方法や使用上における注意事項に

ついて述べる。 

 

4.1. Total Lagrangeと Update Lagrange法 

Advance/FrontSTR は幾何非線形を処理する

ため、Total Lagrange 法とUpdate Lagrange法

が実装している。両方法とも使われている座標系

は違うが、適切な座標変換より互いに変換でき、

等価である。そのため、どちらの方法を使っても

問題ないが、Advance/FrontSTR は利便性を考慮

した実装をしている。 

Total Lagrange法では、時刻0の初期配置を基

準とする時刻tn+1での内部仮想仕事の式を用いる

[5]。 
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 (47) 

ただし、Sと E は時刻 0の初期配置を基準とする

時刻 tn+1の第 2Piola-Kirchhoff応力テンソルと

Green-Lagrangeひずみテンソルを表す。また、

t0は公称表面力ベクトル、0b は初期配置の単位

体積当りに換算した物体力ベクトルである。 

この式の実装は第2Piola-Kirchhoff応力テンソ

ル S を用いた構成式が必要となるが、Green弾性

材の構成式は式(30)に示したように Sを用いた構

成式であるため、Advance/FrontSTR 内の Green

弾性体の変形計算は Total Lagrange法を利用し

ている。 

一方、Updated Lagrange法を採用する場合に

は、時刻tnの現配置を参照配置とする時刻tn+1での

内部仮想仕事式を用いる[5]。 
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ただし、は時刻 tnの Cauchy応力テンソルであ

り、Sは時刻 tnの配置を基準とする時刻 tn+1の第

2Piola-Kirchhoff 応力テンソル応力である。E は

tnから tn+1までの変位を考慮した

Green-Lagrangeひずみテンソルである。また、

表面力ベクトル tn+1と物体力ベクトルn+1b も時

刻 tnの配置を基準とする。 

 この式の実装は現配置からの応力増分の計算

は必要となり、上式のS は式(40)~(46)までの応力

速度を入れ替えて計算する。このため、

Advance/FrontSTR 内の亜弾性体と関わる計算,

すなわち弾塑性、粘塑性変形が考慮した計算は

Update Lagrange 法を利用している 

 

4.2. 亜弾性・超弾性の比較 

Advance/FrontSTR で利用可能なの材質定義

「!ELASTIC」を利用することで、変形挙動を表

現することができる。 

・線形弾性：材質定義は「!ELASTIC」のみ、ス

テップ解析の幾何非線形を考慮しない

(NLGEOM=OFF)時。 

・超弾性：材質定義は「!ELASTIC」のみ、ステ

ップ解析の幾何非線形を考慮する

(NLGEOM=ON)時。 

・亜弾性：材質定義は「!ELASTIC」の他、

「!PLASTIC」や「!VISCOPLASTIC」を使用

し、ステップ解析の幾何非線形を考慮する

(NLGEOM=ON)時。 

 「!ELASTIC」は一般的に線形弾性材質を定義

する。この時弾性マトリクスD は微小変形ひずみ

と乗すると応力が得られる。しかし、幾何非線

形を考慮すると指定すると、「!ELASTIC」で定義

した材質を利用し、客観性のある超弾性モデルか、

亜弾性モデルかを使う選択することになる。市販

ソフトのいくつかは亜弾性モデルを選択してい

るようだが、Advance/FrontSTR は超弾性モデル

を使っている。その理由は第 3節に示したように

超弾性体は理論的に問題の少ないモデルである

ためである。 

図 2では、均一な一軸変形を受ける変形体（初

期長さ=L0）を同じヤング率 Eを用いた亜弾性と

超弾性モデルから得られた計算結果を示してい

る([9], p385)。ここから分かるように変形量が小

さい時（5%以下）、両モデルから得られた結果は

大きな差が見られないが、その範囲を超えるとユ

ーザーにはどちらかが実変形に近い結果を得ら

れるかと判断することが要求される。 
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図 2 応力-変位曲線 

 

5. 結論 

 本稿は、よく使われている非線形弾性構成式、

すなわち Cauchy 弾性、Green弾性（超弾性）や

亜弾性について議論した。この中、超弾性につい

て熱力学法則を満足しているが、Cauchy 弾性と

亜弾性理論はその保証がないので、それらを応用

する時、熱力学の法則を満足していることに深く

注意する必要がある。 

 亜弾性モデルを応用することについては、多く

の応力速度がありその選択が難しい。現在、研究

者の多くは Advance/FrontSTR が現在採用して

いる Jaumann 速度の適用は主流ではなく、対数

応力速度の適用が主流である。そのため、対数応

力速度の実装、または Simoらの弾塑性変形の乗

算分解方法の実装を今後の改良として検討して

いる。 
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