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 Advance/FrontSTR Ver.4.0 の新しく追加した解析機能を紹介する。 
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1. はじめに 

Advance/FrontSTR は、先進性と実用性を兼ね備

えた汎用構造解析ソフトウェアとして進化を続け

ている。Advance/FrontSTR Ver.3.0 はリリースし

た以来、ユーザーからの要望に応じアドバンスソフ

ト株式会社はこのソフトウェアの解析機能の拡張

を行った。さらに、文部科学省の次世代 IT 基盤構

築のための研究開発「イノベーション基盤シミュレ

ーションソフトウェアの研究開発」プロジェクトで、

アドバンスソフト株式会社は「構造解析ソフトウェ

ア FrontISTR における材料・幾何学的非線形機能

の拡張および精度検証」等の業務を担当し、幾つか

の新しい解析機能を開発した。これらの機能を商用

パッケージソフトウェア Advance/FrontSTR Ver. 

3.0 にも取り入れ、Advance/FrontSTR Ver.4.0 をリ

リースことにした。本稿ではこれらの新機能に関わ

る基礎理論を紹介する。 

以下では上記示した新規機能を材料非線形・非線

形動的解析・モーダル応答解析・構造要素を 4 つの

グループに分けって解説し、最後に幾つかの検証例

題を紹介する。 

 

2. 材料非線形 

Advance/FrontSTR Ver.3.0 は弾性・超弾性・弾

塑性材質を取り扱い機能が有した、Advance/ 

FrontSTR Ver.4.0 は変形履歴の時間依存性のある 

*アドバンスソフト株式会社 技術第 5 部 

5th Technical Division, AdvanceSoft Corporation 

粘弾性・粘塑性材料の計算機能を追加した。 

2.1. 粘性材料 

運動している連続体の内部に速度勾配がある場

合に、速度を一様にするような向きの接線応力が現

れる性質・粘性は液体状態または固体状態で物質の

内部摩擦(internal friction)で、主として材料組成や

温度の関数である。 

粘性は連続体の変形速率依存性を表す性質であ

る。粘性率 は以下のように応力σと粘性ひずみ速

度 vε の関係を表す。 

vεσ   (1) 

粘性モデルの記号は図 1 に示している。 

 

図 1 粘性モデル記号 

2.2. 粘弾性 

粘弾性(viscoelasticity)とは粘性及び弾性両方を

合わせ性質のことである。この粘弾性を持った物体

を粘弾性体といい、プラスチックなどの高分子物質

がこの粘弾性体に該当する。もっとも簡単な粘弾性

モデル図 2 に示したようにバネとダッシュポット

を 1 つずつ並ぶものであり、それぞれ Kelvin- Voigt

および Maxwell モデルと呼ぶ。 
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図 2 Maxwell および Kelvin-Voigt 粘弾性モデル 

Maxwell 材は瞬間的なひずみを与えると、図 3

に示したように、応力は時間とともに減衰し、最後

ゼロになる。これは「応力緩和」現象である。一方、

Maxwell 材は瞬間的なひずみを受けると、瞬間的弾

性変形を行い、その後ダッシュポットの変形は主導

になり、時間とともに応力がゼロに近付く。つまり、

粘弾性体ではなく、単なる粘性体の振舞いになって

しまう。 

 

図 3 応力緩和現象 

Kelvin-Voigt 材は瞬間的な応力を与え、しばらく

維持すると、ひずみは徐徐バネ剛性に決める変形量

まで接近し、その後変化しなくなる。このような応

力一定の状況下において時間依存性のある変位は

「クリープ」と呼ばれる現象である。図 4 に示した

例では、変形が安定した後に応力を外す時に変形挙

動を示している。図に示したように、時間が十分立

つと、変形量は完全になくなる。すなわち、Kelvin- 

Voigt モデルに示すクリープ現象は可逆クリープで

ある。 

 

図 4 クリープ現象 

一方、Kelvin-Voigt 材に瞬間ひずみをかけること

ができない。その時、ひずみ速度は無限になり、実

現不能になる。 

以上に示したように、Maxwell モデルおよび

Kelvin-Voigt モデルはそれぞれ応力緩和現象およ

びクリープ現象を表現することができるが、両現象

を表現することができない。本ソフトウェアは図 5

に示した一般化された Maxwell モデル、または

Maxwell-Wiechert モデルを採用している。このモ

デルは応力緩和現象およびクリープ現象を表現で

き、複雑な材料の粘弾性挙動をより現実に表現する

ことができる。 

 

図 5 一般化された Maxwell モデル 

2.2.1. 一般化された Maxwell モデル 

粘弾性性質を持つポリマー材の多くは、その体積

変形剛性は偏差成分より高く、弾性変形しか起こら

ないである。そのため、粘弾性材の構成式は偏差成

分と体積成分を分けて書くのは自然である。ここで、

粘弾性材の初期弾性変形エネルギーを偏差成分W

および体積成分U を分けて書く。 

)()( 000  UeWW  (2) 

ここで e=dev[]と=tr[]は偏差ひずみおよび体積

ひずみである。上式を使って、超弾性の性質から弾

性応力は以下のように書く。 

I
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σ
0

0
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また、粘性変形を考慮した粘弾性応力は 





N

i

i ttt
1

0 )()()( hσσ  (4) 

である。ここでは、qiは粘性変形と表す内部変数で

E0 

t 
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あり、その時間発展方程式は 















e
hh

01 W
dev

i

i
i

i

i





  

0lim 


i
t

h  

(5) 

となっている。ここで、
i

 は緩和時間であり、
i
 は

緩和係数である。式(5)は線形であり、その解は以下

の畳み込み積分である。 
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式(6)を式(4)に代入し、積分すると以下の粘弾性構

成式が得られる。 
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ここでは 
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は正規化緩和関数であり、式の右側は Prony 級数

と呼ばれる。 

 現時点では Advance/FrontSTR は等方性を持つ

線形粘弾性材しか考慮しない。この場合では、式(4)

以下の式まで変形である。 


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ここでは K,とはそれぞれ体積弾性率、Lame 定

数およびポアソン比である。また、qi=ihi=2ihi

に書き換えた。また、式(9)に示した体積変形成分は

粘性変形と関わりがないので、その偏差成分を集中

し議論する。次では式(10)をベースにし、粘弾性解

析の有限要素法定式化を行う。 
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2.2.2. 応力更新アルゴリズムおよび Consistent 接

線係数 

 式(7,8)と同様、式(10)から偏差応力に関する時間

発展式が得られる。 
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 ひずみの初期値を時間=0 で与えることを仮定し、

時間増分ごとに式(11)の積分を行う。 
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その結果、以下の再帰的な計算式が得られる。 
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ここでは 
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また、
n

t から
1n

t

間のひずみ速度以下のように計算

する。 
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この時式(15)の解析解が得られる。 
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 ステップ n のh
n
は既知とし、式(17),(13),(9)から

ステップ n+1 の応力状態を計算できる。さらに、

下記の Consistent 接線係数を計算することができ

る。 
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2.3. 粘塑性 

粘塑性モデルは変形速率依存性を持つ弾塑性変

形挙動を記述するモデルである。図 6 には示したモ

デルでは、弾塑性モデルにダッシュポットを追加し、

その変形速率依存性を表している。 

粘塑性モデルは降伏面が存在する、存在しないと

も可能である。粘塑性モデルは降伏面が存在しない

変形速率依存性を持つ非弾性変形挙動を指すモデ

ルをクリープモデルと呼ばれることもあるが、本ソ

フトウェアは上記の広義的な定義を使う。 

 

図 6 一次元塑性(a)、粘塑性モデル(b) 

 

2.3.1. 粘塑性材料の変形特徴 

 粘塑性材料は以下の変形特徴を表せる。 

・ひずみ硬化 

 

図 7 ひずみ速率が変化する時の応力―ひずみ曲線 

・クリープ 

 

図 8 クリープ：一様な応力条件下のひずみ増加 

・応力緩和 

 

図 9 応力緩和:一様なひずみ条件下の応力減尐 

 

2.3.2. 一般化粘塑性モデル 

粘塑性材の構成式は以下の方程式で表す。 

・ ひずみ分解式 

 (19) 

・変形エネルギー関数 

 (20) 

ここでは q は硬化を表す内部変数である。 

・応力 関係式および硬化駆動力 A 

 

(21) 

・流れ則 

 (22) 

1) 接線係数の計算 

粘塑性を考慮したときの構成式は、 

 (23) 

 (24) 

ここで、 は、 

 (25) 

とする。式(23),(24),(25)から 

 
(26) 

が得られる。次では、Newton-Raphson 法を用い、

この非線形方程式からクリープひずみ増分 を求

める。 

 初期値を およびひずみ を求めら

れたとして、反復解と増分解は次式とする。 

 (25) 

ここで、 

 

(26) 

(a) 

(b) 
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とする。上式(25)と式(26)の解を使って残差 が

になるまで反復解法を行うとき、応力 と接線

係数 

 (27) 

を用いる。 

2) 応力更新アルゴリズム 

 式(25)の係数=0 の時、式(26)および式(27)から 

 (28) 

が得られる。この時 

 (29) 

となる。この時の接線係数は標準的な弾性接線係数

となり、計算コストが低いが、時間増分は以下の条

件が満足しないと計算が不安定になる。 

 (30) 

経験的には、以下の条件が満足すればよい。 

 

(31) 

式(25)の係数=1 の時、陰的解法になる。この時の

接線係数は式(27)となり、この接線係数を計算する

のに時間がかかる他、非対称になる可能性もある。

この方法を採用すると計算時間かかることになる

が、計算精度はよくなるため、本ソフトウェアは粘

塑性材料に対し陰的積分方法を採用している。 

 

2.3.3. 降伏面が有する粘塑性モデル 

上記の式(19)~(22)では特に降伏面の存在を仮定

していないが、降伏面が存在する場合では 

 

 

(32) 

ここではは降伏関数を表す。この式は弾塑性変

形関係と同じである。ただし、ここで表す時間微

分は実時間微分である。粘塑性変形問題の解法も

弾塑性問題の解法と同じである。粘塑性接線係数

は塑性率パラメータを粘性係数 に入れ替えたら

得られる。 

1) 応力更新アルゴリズム 

本ソフトは後退型Euler積分法（return mapping

法）を利用し、粘塑性変形を計算する。ステップ

n の変形状態は既知として、まずは試行応力を計

算する。 

  e

n

etrial
;  n

trial
αα   (33) 

ここから式(21)から応力および硬化係数を計算し、

降伏条件 

 (34) 

を満足しなければ、更新計算が完了し、そうではな

い場合では後退型 Euler 積分法を用い、粘塑性ひず

みおよび応力を計算する。 

 

(35) 

ここでは 

 (36) 

である。 

2) 等方性降伏関数を利用した場合の定式化 

Mises 降伏関数を採用した場合、上記の計算式は

さらに展開することができる。この時 

 

(37) 

となり、この式を式(35)に代入し、弾性マトリクス

をかけると下式が得られる。 

 

(38) 

さらに、Mises 等価応力の定義から、上式は下式へ

変化できる。 

 (39) 

弾塑性材料と違って、更新後の Mises 応力は降伏

条件 を満足する必要がなく、2.3.4 節に示

した粘塑性流れ則を満足することになる。 

 (40) 

Newton-Raphson 法を用い、上式から粘塑性ひずみ

増分 を求めることができる。その手順は以下であ

る。 
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表 1 粘塑性ひずみ増分計算アルゴリズム 

 

次では、粘塑性材の接線係数を導く。式(38)から、

更新後の応力を計算する。 

 

 

(41) 

この式から 

 

 

(42) 

のように接線係数を計算できる。また、 

 

 

 

(43) 

が得られ、ここで得られた式式(42)に代入し、粘塑

性材の接線剛性係数が得られる。 

 

(44) 

 

以下では本ソフトウェア導入した粘塑性モデルを

列挙する。 

 

2.3.4. 本ソフト導入した粘塑性モデル 

1) Norton 則（時間硬化則） 

 (45) 

ここでは、 は相当粘性ひずみ、 は mises 応力、

t は時間であり、A と m,n は材料係数である。この

式は降伏面が存在しないとしている。=0 の時 

 

(46) 

が得られ、この式を式(44)に代入すると、その接線

係数が得られる。 

 

3. 非線形動的解析 

Advance/FrontSTR Ver.3.0 の動的解析機能は直

接時間積分法を採用し、しかも線弾性問題しか対応

できなかった。今回のパージョンアップでは動的解

析機能を大きく拡張した。まず線形問題に対しモー

ダル応答解析機能を追加、直接時間積分法による解

法は幾何非線形および材料非線形問題についても

計算できるようになった。 

本節では直接時間積分法を採用した非線形動的

解析機能を紹介する。 

 

3.1. 基本方程式 

動的問題の運動方程式は以下である。 

FQUCUM  )()()( tttttt   (47) 

ここでは、F と Q は外力と内力であり、M と C は

質量マトリクスと減衰マトリクスである。また、

Advance/FrontSTR は下記の Rayleigh 減衰を採用

している。 

KMC km RR   (48) 

ここでは Rmと Rkは Rayleigh 係数である。 

 非線形方程式(47)をそのままの形で直接時間方

向に解き進む手法は直接時間積分法を呼ぶ。本節は

この手法を中心に動的問題の取り扱い方を述べる。 

1. 初期設定 k:=0 

 

 

2. Newton-Raphson 法計算 

 

 

3. 収束条件をチェック 

 

IF 収束したと判定 

4. GOTO 1 
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3.1.1. Newmark-法 

 時刻 t までの変位、速度、加速度が既知であると

して、時刻 t+t での平衡を満足する解を式(47)を

解くことにより求めるものとする。このような解法

を陰解法と呼ぶ。Newmark-法は代表的な陰解法

である。 

静的問題の場合と同様、内力ベクトルについて線

形化を行った次式に基づく Newton-Raphson 法の

反復計算(k=1,2,3,…)を行う。 

)(

)()( 11

tt

tttt

k

kkkkk



 

QF

UKUCUM 
 (49) 

ここでは、 

kkk tttt UUU  )()(  

kkk tttt UUU   )()(  

kkk tttt UUU   )()(  

(50) 

ただし右肩符号(k)は第 k 回目の反復であることを

示した。 

上式には未知量が が

含まれているため通常は三者を何らかの近似によ

り関係付けることにより、一変数に減らして解析を

行う。Newmark-法は 2 つのパラメータとを用

い、速度と変位を表す。 

 )()1()()()( ttttttt UUUU   

 )()2/1()(

)()()(

2 tttt

tttt

UU

tUUU





 


 

(51) 

上式で=1/2, =0 と置くと下記中央積分法とな

り、=1/2, =1/6 と置くと線形加速度法となる。ま

た、=1/2, =1/4 である時、加速度は時刻 t から t+t

の間に平均的な一定値となり、材料非線形を考慮し

た計算でも変形エネルギーを収束条件として採用

した時、この手法は無条件安定である[5][6]ため、本

ソフトウェアはデフォルト値として採用している。 

変位は未知量とする場合では、変位増分から速度

と加速度を計算する必要があるが、これが上式から

得られる。 

)(
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)()()(
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UUU


























 (52.1) 
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


















 (52.2) 

Newmark-法を用いて式(48)を実行するにあた

っては、第 k 回目と第 k-1 回目の反復における式

(52.1)および式(52.2)の差をとったら 

kUUUU   2     ; tt kk   (53) 

が得られる。これらの式を 

k
UUUU 







2

1
     ;

tt

kk



  (54) 

と書き直し、式(49)と式(50)に代入すると、 

111

11

2

1






















kkk

kkk

tt

UCUMQF

UKCM







  (55) 

を得る。Advance/FrontSTR は Newton-Raphson

法を採用し、この式を解く。 

 

3.1.2. Hilber-Hughes-Taylor(HHT)法 

 Newmark-法は時刻 t+tでの平衡を満足する解

を解くことにするが、HHT 法は tn+=(1-)tn+tn+1

での平衡を満足する解を解くことにする[7]。その定

式化は式(55)から尐し変形した形になる。 

ここで、まず 

1
3

2
  ;

2

3
   ;

4

)2( 2




 


  (56) 

と定義し、式(55)の左辺は 

11

2

* 1  





 kk

tt
KCMK 






 (57) 

を入れ替えると HHT 法の実装になる。 

 この方法の特徴はの数値変化より、制御可能な

数値減衰を取り入れることができる[7][8]。=1 の時、

数値減衰は存在せず、=1/2, =1/4 の Newmark-

法に帰着する。また、=2/3 の時、数値減衰は最大

である。 
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3.1.3. 中央積分法 

上記陰解法では、運動方程式としては時刻 t+t

におけるものを用いた。これに対して、中央差分法

は下式に示した時刻 t の運動方程式を基に時刻

t+t の解を近似的に評価する手法である。 

FQUCUM  )()()( ttt   (58) 

この時、時刻 t の速度および加速度は 

 )()(
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1
)( tttt
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 UUU
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 UUUU

 

(59) 

と仮定し、これらの式を式(58)に代入し次のように

整理する。 
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 (60) 

減衰マトリクスは比例減衰マトリクス MC mR で

ある場合では、上式は以下に変換することができる。 
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 (61) 

これより、集中質量マトリクスを採用する時、左辺

( )内が対角マトリクスとなり、連立方程式を解くこ

となく右辺ベクトルのみの計算によって U(t+t)を

求められる。この手法は動的解析の陽解法とも呼ば

れる。 

本手法は、いわば外挿によってt 後の解を評価

しているため、運動方程式を解く時間が節約できる

反面、t を十分小さくとらないと解の安定性が保

証されない欠点を併せもっている。 

中央積分法を採用する時t を十分小さく取る必

要性があるため、時間増分前後の幾何非線形・材料

非線形効果すごく小さいことを考えられる。この条

件を考慮し、Advance/FrontSTR は中央積分法を採

用する際、増分前後の収束条件判定を飛ばし、完全

な陽的積分方法を採用している。 

 

4. モーダル応答解析 

直接積分法は、運動方程式(47)を直接的に解くの

に対し、モーダル法では、式(47)の解を下式のよう

に固有モードベクトル Uiより表す。 


i

ii tbt UU )()(  (62) 

このように得られた各モードの応答を重ね合わせ

ることにより、系の応答を求める。上記示した直接

時間積分法に対し、多くの場合解析時間が圧倒的に

短くなるが 

・一般的には非線形現象は解析できない 

・無視されるモードがあり、何次までの固有モード

を使うかで答が変わる 

といったデメリットがある。 

上式を式(47)に代入すると下式が得られる。 
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 (63) 

この式の両側に Uiをかけると 

 
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i tbtbtb

FU

MU



 )()()()( 22  
 (64) 

が得られる。ここで、固有モードベクトル Uiの定

義 

iii MUKU   (65) 

を用いた。さらに、固有モードの直交性を利用し、

上式から 

iiiiii tbtbtb FU )()()()( 22    (66) 

が得られ、この式からbi(t)が得られ、このbiは式(62)

を代入すると式(47)の解が得られる。また、式(66)

は定数係数線形二次非斉次常微分方程式であり、こ

の方程式の初期条件は 

)0(:    );0(: 00  tt UUUU   (67) 

に対する解は時間に対する積分より得られる。 

 

5. 構造要素 

 Advance/FrontSTR は今まで主にソリッド要素

を利用し、連続体の非線形変形解析機能の開発に力
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を注いだ。しかし、実解析業務中構造要素の使用も

欠かせず、ユーザーからの強い要望を応じ、幾つか

の構造要素を開発した。 

 

5.1. シェル要素 

 Advance/FrontSTR Ver.3.0 はシェル要素を含ま

れたが、それは線弾性問題しか対応できず、しかも

ソフトウェア設計上非線形解析には全く対応でき

ないようになっているから、Advance/FrontSTR 

Ver. 4.0 はゼロからシェル要素の実装を書き換えた。 

 

5.1.1. アイソパラメトリックシェル要素 

 シェル要素は構造要素であり、薄肉構造物の解析

に用いられる。本ソフトウェアはアイソパラメトリ

ックシェル要素を使っている。アイソパラメトリッ

クシェル要素は 3 次元ソリッド要素の厚み方向に

つぶすように作られているため縮退(degenerated)

要素とも呼ばれている。 

 図 10 はアイソパラメトリックシェル要素のモデ

ル図を示す。図 10 より、シェルの中立面は自然座

標系-と表し、シェルの厚み方向の座標はと表す。

さらに、、とは要素内-1 から 1 まで変化すると

仮定すると、シェル要素内の任意一点の座標は 

 

(68) 

で表せる。ここでは Vi はシェルディレクターであ

り、その長さはシェルの厚さ t である。 

 時間ステップ n（時刻ｔ）から時間ステップ n +1

（時刻 t‟＝t＋⊿t）までの変位増分ベクトル u は以

下となる。 

 

 

図 10 アイソパラメトリックシェル要素 

 

 

(69) 

ここで、I は単位テンソル、 はディレクターベ

クトル に対する時間ステップ nから時間ステッ

プ n+1 までの有限回転テンソルである。 

シェルのディレクター の時間ステップ n～

n+1 までの有限回転に関して、回転の間に回転軸は

変化しないものと仮定する。このとき回転軸を表す

ベクトルを軸性ベクトル とし、その大きさが有

限回転角を表すとする。 

；軸性ベクトル (70) 

  ：有限回転角 (71) 

次に軸性ベクトルを用いて反対称マトリックスを

定義する。 

 

(72) 

上記において、 はディレクターベクトル

の第 i 成分であり、回転マトリックス により変

形の都度、更新するものとする。有限回転は微小回

転の集まりと考えれば、有限回転テンソルは以下の

 

 

 

            

                 

 

              itop 

                                 Vi 

z                               ibottom 

      y                           

       x                              
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ようにあらわすことができる。 

 

 

(73) 

式(73)を式(69)に代入すれば、変位ベクトルの離

散形が得られる。特に、回転角は十分小さい場合で

は、以下の式が得られる。 

 

 (74) 

 

5.1.2. MITC シェル要素 

シェル要素の大きさとシェルの厚さの比は大き

くなると、Shear Locking する問題があることが知

られている。この問題を回避できる MITC 要素が注

目されている。 

 Shear Locking は実際によく使用される低次な

要素に関して面外せん断ひずみエネルギーが過剰

に評価されることより発生するといわれており、

MITC 要素ではその対策として面外せん断ひずみ

成分を取り去る方法がとられている。 

 その具体的方法として、まず、面内ひずみは 3 次

元ソリッドと同様に変位の形状関数を微分して求

める。次に面外ひずみについては、サンプリング点

について面外ひずみを求めたのち、要素内任意点に

ついてはサンプリング点を補間することにより求

める。 

 また、有限回転の場合にも適用できるように、埋

め込み座標系でのひずみ成分を用いる。埋め込み座

標としては、アイソパラメトリック要素における自

然座標系を用いる。 

(1) MITC4 シェル要素 

MITC4 シェル要素[9]では、面外ひずみの補間に

用いるサンプリング点△は図 11 に示す A,B,C,D の

4 点とする。このとき、面外ひずみの計算は下式に

示す。 

 

図 11 面外せん断ひずみのサンプリング点(MITC4) 

 

 

(75) 

(2) MITC3 シェル要素 

 

図 12 面外せん断ひずみのサンプリング点(MITC3) 

MITC3 シェル要素[10]では、面外ひずみの補間

に用いるサンプリング点△は図 12 に示す各辺の中

央点をとっている。、は要素内 0 から 1 まで変化

すると仮定し、図 12 には各サンプリング点の自然

座標を示している。このとき、面外ひずみの計算は

下式に示す。 

 

 

 

(76) 

 

 

B(0,0.5) 

A(0.5,0) 

C(0,5,0.5) 

D(1,0) 

 

 B(-1,0) 

A(0,1) 

C(0,-1) 
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(3) MITC8 シェル要素 

 

図 13  MITC8 節点位置 

 

 

図 14  (a) を計算用サンプル点; (b) を計算用
サンプル点位置 

MITC8 シェル要素[11]は図 13に示しているでは

8 節点○四辺体シェル要素である。その面外ひずみ

は図 14(a)に示したサンプル点を用い以下のよう

に計算する。 

 

 

ここでは、  

(77) 

 

 

 

 

 
また、面外ひずみ は図 14(b)に示したサンプル点

を用い以下のように計算する。 

 

 

ここでは、  

 

 

 

 

 

(78) 

(4) MITC6 シェル要素 

MITC6シェル要素[10]は図 15に示している六節

点○シェル三角形要素である。その面外ひずみの補

間に用いるサンプリング点△は図 15 に示している。

ここでは ,  である。

この時、面外ひずみの計算は下式に示す。 

5 

2 

3 

1 
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図 15 面外せん断ひずみのサンプリング点(MITC6) 

 

 

 

(79) 

ここでは 

 

 

 

 

 

(80) 

 

5.2. 梁要素 

梁要素は代表的な構造要素であり、断面の寸法が

長手方向の寸法より十分に小さいスレンダーな部

材からなる構造物の解析に使用される。梁要素の基

本的な仮定はその断面が変形しないことであり、こ

の要素を採用する時この仮定は満足するのかを十

分を注意する必要がある。 

 アイソパラメトリック梁要素は 3 次元ソリッド

要素の断面方向につぶすように作られているため

縮退要素である。本ソフトはアイソパラメトリック

梁要素を使っている。 

 

図 16 アイソパラメトリック梁要素 

図 16 はアイソパラメトリック梁要素のモデル図

を示す。梁の中立軸は自然座標系の軸と、断面は

-面とそれぞれ写像関係にある。また、各節点は

初期状態において、局所座標系の方向を示す単位直

交ベクトル Vi(i=1~3)を有している。 

梁要素内の任意一点の座標は 

 

(81) 

時間ステップ n（時刻ｔ）から時間ステップ n +1

（時刻 t‟＝t＋⊿t）までの変位増分ベクトル u は以

下となる。 

 

 

 

(82) 

ここで、I は単位テンソル、 はディレクターベ

クトル に対する時間ステップ nから時間ステッ

プ n+1 までの有限回転テンソルである。 

の時間ステップ n～n+1 までの有限回転に関

して式(71)-(73)に議論したが、式(73)を上式に代入

すると、以下の式が得られる。 

 

 

(83) 

 

 
(0,s1) 

(0,s2) 

(r2,s2) 

(r1,s1) 

V1 

V2 

V3 

 

  

a 

b 
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式(82)と式(83)を利用し、要素内の変位、ひずみを

評価することが可能になる。 

シェル要素と同様、梁断面寸法は梁要素の長さの

比は小さくなると、Shear Locking する問題がある

ことが知られている。本ソフトウェアはシェル要素

と同様 MITC 法を利用し、せん断ひずみ成分と

を以下の式より計算する[4]。 







1

1

* |
q

i

DI

Gmnimn i
h   (84) 

ここでは、qは要素形状関数の数であり、
*

ih はせ

ん断ひずみ計算用形状関数である。また、 DI

Gmn i
| は

サンプリング点のせん断ひずみ成分とである。

これらのサンプリング点の位置は図17に示してい

る。 

 

図 17  2 節点、3 節点、4 節点梁要素の 
サンプリング点位置（△） 

 

5.3. トラス要素 

トラス要素は梁要素と同じく断面の寸法が長手

方向の寸法より十分に小さいスレンダーな部材か

らなる構造物の解析に使用されるが、曲げに対する

抵抗は示さず部材方向に沿った引張りや圧縮の軸

力のみを受け持つという力学的性質を有する。また、

圧縮の軸力を受け持つことができないトラス要素

はケーブル要素と呼ぶ。 

 

図 18  2 節点、3 節点、4 節点トラス要素 

トラス要素内の任意一点の座標および変位は以

下である。 

 

 

(85) 

トラス要素内の応力はトラス断面の正応力しかな

いため、その長手方向のひずみだけを考慮すればい

い。その時のトラス長手軸上 Green-Lagrange ひず

みは 

 

(86) 

である。ここでは、L は曲線の長さであり、 

 

(87) 

この問題の Jacobian は 

 

(88) 

であり、式(85)から 

 

(89) 

この式に(84)を代入すると 

1 

2 
L 

 

1 

2 
3 

L 
 

-1/3 1/3 

-3/5 3/5 

 

1 

2 
3 

4 

L 

 
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(90) 

が得られ、この式は Green-Lagrange ひずみの有限

要素離散式である。 

 また、Update Lagrange 法を採用する時、対数

ひずみを利用する、この時 

 

(91) 

である。 

 

5.4. マス要素 

マス要素の使用により、剛性慣性を指定節点に取

り付けることができる。マス要素自体は剛性がない。 

節点位置は剛体の質量中心であることを仮定し

ている。剛体の質量は質量密度の積分である。 

 

(92) 

剛体は回転慣性を有する時、その主軸をe,=1,2,3

指定する必要がある。また、節点位置は剛体の質量

中心を仮定しているため 

 

(93) 

その主軸e1, e2, e3に対する二次モーメントは以

下である。 

 

 

 

(94) 

 

6. 検証例題 

6.1.  粘弾性時間積分精度の検証計算 

 この検証計算は長さ 10,半径 1 の円棒の一端を固

定し、もう一端は時刻 0 の時 100 の面荷重を受け、

50s 後の変形を計算する。理論解を持つ単純な変形

であるが、Advance/FrontSTR は実装している粘弾

性計算精度を検証するのは目的である。 

検証に使用している材料モデルは図 19 に示した

2 つのバネと 1 つダッシュポットからなり、そのせ

ん断緩和係数は以下になる。 






















 


1

10 exp)(



t

GtG  (95) 

ここでは、バネ k1は線弾性材料であり、そのヤン

グ率およびポアソン比はそれぞれ 10000 と 0.4833

であり、k2とダッシュポットと表す係数は以下であ

る。 

0.901;99.0;01.0 110    (96) 

 

図 19 粘弾性材料モデル 

 この問題の理論解から、外力が受けた方向のひず

みの時間分布は以下である。 

)9.01(1.0 10/te  (97) 

Advance/FrontSTR と理論解の比較は図 20 に示し

ている。 

 

図 20 外力が受けた方向ひずみの時間履歴 

 

6.2.  シェル要素の精度検証計算 

1. Clamped plate 

図 21 に示すような中央一点に集中荷重 P=100を

受ける平面板の変形を解析した、板の四辺を完全に

固定され、この時作用点の変位の理論解（例え[13]）

は以下である。 
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p
D

L
wC

2310*605.5 


   2

3

112 v

Eh
D


  (98) 

ここでは E,と hはそれぞれヤング率、ポアソン比

と板厚である。 

節点数は1111、MITC4とMITC3を利用し計算し、

荷重点の変位を理論値と比較した。結果を表 2に示

す。 

 

図 21 Clamped plate モデル 

表 2 荷重点変位値（理論解=6.762） 

MITC4 MITC3 

6.755 6.080 

 

2. Pinched cylinder  

本検証計算は Pinched cylinder 問題を解析し、新

しく開発したシェル要素の計算精度を検証するも

のである。 

 

図 22 Pinched cylinder モデル 

 図22に示すような円筒のモデルを使用した。円筒

の中央の上下方向より集中荷重P=1 を作用させ、荷

重点の変位を理論値と比較した。対称性があるため、

円筒の8分の1をとり計算を行った。境界条件は対称

条件の他、円筒の両端においては長さ方向変位を除

いて固定した。有限要素メッシュは図23に示してお

り、その節点数は周方向と長手方向とも13 節点で

ある。また図中のR は半径で300、Lは全長で600で

ある。また板厚は3.0、ヤング率は3.0×106、ポア

ソン比は0.3として解析を行った。結果を表3に示す。 

 

図 23 Pinched cylinder メッシュ 

  

表 3 荷重点変位値（理論解=0.18248*10
-4） 

MITC4 MITC3 

0.1668*10
-4
 0.1036*10

-4
 

 

7. まとめ 

本稿は Advance/FrontSTR Ver.4.0 の以下の新規

機能を紹介した： 

・ 材料非線形解析機能 

  粘弾性、粘塑性 

・ 動的解析機能 

  非線形動的解析、モーダル応答解析 

・ 新規要素 

  シェル、梁、トラス、マス 
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